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Chapitre 1

Introduction

Le sujet de cette thèse est la reconstruction d’images tridimensionnelles à partir
de projections parallèles exponentielles pour différentes géométries d’acquisition. Ce
problème mathématique trouve son application principale en imagerie médicale, et en
particulier en imagerie nucléaire par émission monophotonique avec correction d’at-
ténuation analytique sous l’hypothèse que l’atténuation est connue et constante sur
la région d’émission. Autant de termes qui méritent un certain nombre d’explications.

Dans un premier temps, nous allons décrire les principes de l’imagerie nucléaire,
et plus particulièrement de l’imagerie par émission monophotonique. De ces principes
découlera une description de l’acquisition des projections parallèles, données du pro-
blème de reconstruction, par le scanner. Cela nous conduira à la présentation d’un
modèle analytique des mesures basé sur la prise en considération du phénomène d’at-
ténuation, principal élément perturbateur en imagerie par émission monophotonique.
Après avoir introduit le problème mathématique étudié, nous fournirons un plan dé-
taillé de cet ouvrage.

Principes de l’imagerie nucléaire

Mis à part le principe physique sur lequel ils sont basés, les différents modèles de
scanner existants se distinguent par le type d’information qu’ils fournissent. Contrai-
rement aux scanners à rayons X, qui fournissent une information du type anatomique,
les scanners en imagerie nucléaire fournissent une information dite fonctionnelle. Le
principe de l’imagerie nucléaire consiste à administrer au patient un produit radioactif
qui va se fixer de manière préférentielle dans l’organe à étudier (cœur, cerveau, . . .).
La distribution spatiale de la concentration de ce radioélément, souvent appelé tra-
ceur radioactif, indique l’état fonctionnel local des tissus, comme par exemple leur
degré d’irrigation sanguine ou encore leur capacité de fixation du radioélément. C’est
pourquoi la connaissance de cette distribution tridimensionnelle1 fournit une image

1Tout au long de cet ouvrage, la notation 3D sera utilisée pour décrire le caractère tridimensionnel
d’une quelconque entité.
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2 INTRODUCTION

fonctionnelle de l’organe étudié. Lors d’un examen cardio-vasculaire par exemple, il
est ainsi possible de localiser et d’estimer l’étendue de zones mal irriguées du muscle
cardiaque, dont l’aggravation aboutit à l’infarctus. Celles-ci se traduisent par une hy-
pofixation, voire une absence de fixation du traceur et donc, par une intensité plus
faible ou nulle dans l’image.

Le but en imagerie nucléaire est de déterminer –nous dirons plutôt reconstruire–
une image précise de la distribution spatiale du traceur radioactif. Dans la suite, nous
noterons

� � < +~��+ : � la concentration du traceur en un point � < +���+ : � de
2 3 B

. On dis-
tingue deux techniques de reconstruction en imagerie nucléaire :

– la tomographie par émission monophotonique (SPECT, de l’anglais Single Pho-
ton Emission Computed Tomography), où le radioélément émet des photons
gamma dans toutes les directions de l’espace,

– la tomographie par émission de positons (PET, de l’anglais Positon Emission To-
mography), où le radioélément émet des positons qui, par annihilation avec un
électron, créent chacun deux photons gamma émis dans des directions opposées.
Des informations détaillées sur l’imagerie PET sont fournies à la référence [3].

La seule information accessible sur la distribution spatiale du traceur –et donc les don-
nées du problème de reconstruction– est fournie par le scanner. Les photons gamma
émis par le radioélément sont détectés par une caméra sensible au rayonnement gamma,
appelée par la suite gamma caméra2, équipée d’un collimateur. Placé devant la caméra,
le collimateur est une plaque en plomb ou en tungstène percée d’un réseau régulier de
trous laissant passer les photons incidents selon une direction privilégiée. Les photons
gamma non absorbés par le collimateur, ou encore sélectionnés par le collimateur, at-
teignent la surface de la caméra où ils sont comptabilisés par un système électronique.

L’image mesurée par la caméra constitue une image 2D de la distribution spatiale
3D du traceur. Si tous les trous du collimateur sont parallèles entre eux –on parle alors
de collimateur à trous parallèles–, cette image constitue une projection parallèle de� � < +���+ : � . La figure 1.1 illustre la notion de projection parallèle. Sur cette figure, le
vecteur unitaire

=
indique la direction de propagation des photons gamma au travers

du collimateur. Idéalement, seuls les photons émis dans la direction
=

sont détectés.
Par la suite, nous dirons que

=
est la direction de la projection parallèle.

Géométrie d’acquisition des projections

La mesure d’une seule projection ne suffit pas pour réaliser l’imagerie 3D du corps
étudié car elle n’en constitue en fait qu’une simple radiographie. Aussi, lors d’un exa-

2Dans la littérature, elle est également appelée caméra d’Anger du nom de son inventeur [1].
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FIG. 1.1 – Illustration d’une projection parallèle de
�

. Pour une meilleure visualisation,
le collimateur est représenté en transparence. Le vecteur unitaire

=
indique l’orientation

des trous dans le collimateur.

men médical, un ensemble de projections est acquis en déplaçant la caméra d’Anger en
différentes positions autour du corps étudié. L’ensemble des vecteurs unitaires

=
pour

lesquels les projections sont mesurées définit la géométrie, ou encore la trajectoire
d’acquisition des projections et sera noté

?
tout au long de cet ouvrage. Dans la suite,

la notion de sphère unitaire, notée ��� , est couramment utilisée. Il s’agit de l’ensemble
de toutes les directions, ou vecteurs unitaires, possibles de

2 3 B
. Géométriquement, ���

peut être vue comme une sphère de rayon unitaire centrée au point � < +~��+ : �����k
�+�
�+�
�� .
L’ensemble

?
est donc toujours un sous-ensemble de � � .

Classiquement, la caméra d’Anger munie d’un collimateur à trous parallèles est
animée d’un mouvement de rotation autour de l’axe du lit du patient, le vecteur

=
dé-

crivant, au cours de l’examen, un grand cercle3 de � � . Dans la suite, nous parlerons de
cette géométrie comme de la géométrie SPECT conventionnelle. Celle-ci est illustrée
à la figure 1.2.

Remarquons que d’autres types de collimateur existent, notamment ceux à géomé-
trie convergente en éventail ou conique [29]. Pour l’imagerie de petits organes tels que
le cœur ou le cerveau, les collimateurs convergents ont l’avantage de créer un effet
de grossissement en augmentant la taille de la projection sur le détecteur. L’utilisation
de tels collimateurs permet d’améliorer la résolution spatiale de l’image reconstruite
sans devoir diminuer la taille des trous du collimateur, ce qui maintient inchangé le

3Par grand cercle de la sphère unitaire, on entend un cercle de � �/� de rayon unitaire dont le centre
coïncide avec le centre de ��� .
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FIG. 1.2 – Illustration de la géométrie d’acquisition SPECT conventionnelle. La ca-
méra d’Anger subit une rotation autour de l’axe du lit du patient. L’organe étudié ici
est le cœur.

rapport signal sur bruit dans les mesures. Plus d’informations à ce sujet sont fournies à
la référence [29]. La figure 1.3 compare les deux types de collimateur convergent par
rapport au collimateur à trous parallèles conventionnel. Néanmoins, la conception de
collimateurs convergents est assez délicate vu la difficulté technique de focaliser cor-
rectement les directions des différents trous vers un point particulier de l’espace. Pour
ces deux géométries convergentes particulières, le terme projection parallèle n’est plus
adéquat car tous les trous du collimateur ne sont plus parallèles entre eux. Il s’agit en
fait de projections en éventail ou coniques.

Une variante au collimateur à trous parallèles conventionnel a été étudiée dès le dé-
but des années 70 [49, 50]. Il s’agit du collimateur rotatif à trous obliques (de l’anglais
rotating slant-hole ou encore RSH). Ce collimateur est similaire à celui à trous paral-
lèles conventionnel à la différence que la direction des trous présente un certain angle} avec la normale au collimateur. De plus, le collimateur à trous parallèles convention-
nel est fixe par rapport à la caméra tandis qu’un collimateur RSH subit une rotation
autour de son axe. Dans les années 80, de nombreux chercheurs se sont intéressés à
ce collimateur et une avancée considérable dans son développement fut l’apparition
du collimateur RSH à plusieurs segments permettant l’acquisition simultanée de plu-
sieurs projections parallèles (2 ou 4 selon le nombre de segments) [6, 7, 8, 9, 51]. Un
segment est une région du collimateur où tous les trous sont parallèles entre eux, deux
trous appartenant à des segments différents étant non-parallèles. Les figures 1.4a et
1.4b permettent de comparer un collimateur RSH à 2 segments au collimateur à trous
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Plan de projection

(a)

Objet 3D étudié

(b)

Droite de
points focaux

Point focal

(c)

FIG. 1.3 – (a) Collimateur à trous parallèles conventionnel (les “rayons” gamma sont
parallèles entre eux). (b) Collimateur à géométrie en éventail (les “rayons” gamma
constituent un faisceau en éventail dans chaque plan perpendiculaire à la droite de
points focaux). (c) Collimateur à géométrie conique (les “rayons” gamma convergent
tous vers le point focal). D’après [29].

parallèles conventionnel. La figure 1.5a fournit une illustration géométrique de son
comportement vis à vis des photons émis.

collimateur

gamma caméra

(b)(a)

FIG. 1.4 – Comparaison entre (a) un collimateur à trous parallèles conventionnel et (b)
un collimateur RSH à deux segments.

A l’origine, une seule position de la caméra fut envisagée pour le collimateur RSH.
Cependant, la trajectoire

?
d’acquisition des projections parallèles, se limitant à un

cercle sur la sphère unitaire (voir figure 1.5b), ne permettait pas une reconstruction
exacte et stable de

�
[59]. L’idée de déplacer le système composé de la gamma caméra

et du collimateur RSH en différentes positions autour du corps étudié fut introduite
par Koral [39, 40]. Pour cette géométrie d’acquisition, souvent appelée géométrie RSH
SPECT aujourd’hui, Clack et al. [12] ont proposé un algorithme de reconstruction ana-
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2 segments

} =

?

FIG. 1.5 – Collimateur RSH : (a) Illustration géométrique du comportement d’un col-
limateur RSH à deux segments ; deux projections parallèles sont mesurées simultané-
ment par la caméra. (b) Trajectoire

?
suivie par le vecteur unitaire

=
lorsque le col-

limateur RSH (d’angle d’inclinaison } ) subit une rotation de ����

� autour de son axe,
pour une seule position fixée de la gamma caméra.

lytique exact et stable.

La géométrie RSH SPECT, telle que décrite dans [12], présente un certain nombre
d’avantages par rapport à la géométrie SPECT conventionnelle. Tout d’abord, elle per-
met de se limiter à un nombre restreint de positions fixées de la caméra autour de l’axe
du lit, ce qui limite l’encombrement autour du patient. Enfin, la surface du détecteur
est mieux utilisée pour l’imagerie de petits organes tels que le cœur ou le cerveau par
la possibilité de mesurer plusieurs projections parallèles en même temps. En pratique,
le collimateur RSH subit une rotation complète de 360 degrés autour de son axe, ce qui
a pour effet de mesurer plusieurs fois la même projection (2 ou 4 fois selon le nombre
de segments du collimateur). Ceci constitue également un avantage de l’utilisation du
collimateur RSH. Une combinaison judicieuse, un moyennage par exemple, des deux
(ou quatre) mesures réalisées pour une projection permet de réduire le bruit inhérent
au processus de mesure.

Modèle analytique des mesures

Un modèle simplifié. En première approximation, le nombre de photons comptés
en un point ¹ de la caméra est égal à la somme des photons émis le long de la droite
passant par ce point et de direction

=
et, est directement proportionnel à l’intégrale de

la fonction
�

le long de cette droite [36] (voir figure 1.6). La projection parallèle de
�

de direction
=

est alors vue comme l’ensemble des intégrales de la fonction
�

le long
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de différentes droites parallèles de l’espace
2 3 B

et de direction
=

:DKO � = +�¹l���!º�» ¼¾½�¿ � �k¹À�Á¿ = � (1.1)

Le problème de la reconstruction d’une fonction 3D
�

à partir de ses projections paral-
lèles est aujourd’hui bien maîtrisé, essentiellement grâce aux travaux d’Orlov [59] et
Defrise [19, 21]. Cependant, ce modèle est trop simplifié et fournit généralement des
images reconstruites de faible qualité et donc d’utilité réduite pour le médecin. Dans la
littérature, on parle de reconstruction sans correction d’atténuation lorsque ce modèle
est tout de même utilisé.

Â�Â�Â�ÂÂ�Â�Â�ÂÂ�Â�Â�Â
Ã�Ã�ÃÃ�Ã�ÃÃ�Ã�Ã

�
=

¹

Surface de
la caméra

FIG. 1.6 – Illustration de la droite d’équation paramétrique < �Ä¹Å�Æ¿ = , ¹ étant un
point situé sur la surface du détecteur.

Un modèle plus réaliste. Pour obtenir une reconstruction plus fiable de la dis-
tribution spatiale

�
du traceur radioactif, il est indispensable de tenir compte de l’at-

ténuation dans le modèle utilisé pour décrire les projections fournies par le scanner.
Décrivons brièvement le phénomène d’atténuation. Les photons émis par le traceur
radioactif interagissent avec la matière au cours de leur trajet entre le point d’émis-
sion et le détecteur. Les deux principales interactions entre les photons et les électrons
de la matière sont l’effet photoélectrique et l’effet Compton. Elles conduisent toutes
deux à une atténuation du rayonnement photonique, provoquée par une absorption ou
un changement de direction4 d’une partie des photons émis. Les effets photoélectrique
et Compton au point < �Ç� < +���+ : � sont caractérisés par un coefficient linéique d’atté-
nuation noté > � < � . La fonction 3D > � < � est souvent appelée carte d’atténuation dans la
littérature. Elle présente des valeurs ponctuelles typiques de 
�GÈ
��ÊÉ V mm

b [
pour le torse,
�GÈ
�
�� V mm

b [
pour les poumons et 
�GÈ
 VZË � mm

b [
pour la colonne vertébrale. L’atténua-

tion conduit à une réduction du nombre de photons comptés par la caméra d’Anger et
le modèle utilisé pour les projections est alors le suivant [52] :DFE � = +�¹Ì�v� º`» ¼ ½�¿ � �k¹Í��¿ = �%ÎÐÏ�ÑcÒ
8 º�ÓFÔÕ ½�¿ R > �$¹Í��¿ R = �×Ö (1.2)

4On appelle photon diffusé un photon ayant dévié de sa trajectoire initiale suite à l’effet Compton.
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Les projections sont alors appelées projections parallèles atténuées de la fonction
�

.
Il est à noter que ce modèle ne tient pas compte d’autres phénomènes physiques tels
que la résolution spatiale du détecteur, le bruit statistique du processus d’émission ou
encore le diffusé Compton5. Néanmoins, l’atténuation est un obstacle majeur à l’ob-
tention d’images reconstruites de qualité. Lorsque ce modèle est utilisé, on parle de
reconstruction avec correction d’atténuation.

Le problème de reconstruction

Le problème de la reconstruction analytique et exacte de la fonction
�

à partir de
projections parallèles atténuées ne connaît pas encore de solution générale. La seule
géométrie pour laquelle ce problème est résolu de manière analytique, exacte et stable,
quelle que soit la forme de la fonction > � < � , est la géométrie SPECT conventionnelle,
correspondant à un grand cercle de la sphère unitaire [54, 58].

Lorsque la carte d’atténuation > � < � est connue et constante sur un domaine convexe
contenant la région d’émission, le problème de la reconstruction de

�
à partir de pro-

jections parallèles atténuées présente une forme simplifiée. Dans ce cas particulier,
Markoe [46] a montré qu’il est possible de convertir chaque projection parallèle at-
ténuée D�E mesurée en une nouvelle entité mathématique appelée projection parallèle
exponentielle de

�
: D�J`L � = +�¹Ì��� º`» ¼ ½�¿ � �$¹Í��¿ = � p J L Õ (1.3)

où NPO correspond à la valeur constante de l’atténuation > � < � sur la région d’émission.
Cette conversion est obtenue en multipliant chaque valeur ponctuelle de la projection
atténuée par un facteur dépendant de la carte d’atténuation. Le problème de la recons-
truction analytique de

�
avec correction d’atténuation se réduit alors à celui de sa

reconstruction à partir de projections parallèles exponentielles.

Le problème de la reconstruction de
�

à partir de projections parallèles exponen-
tielles ne connaît pas à ce jour une solution générale exacte. Au moment où nous avons
débuté nos recherches, seuls deux cas particuliers simples de ce problème d’inversion
avaient été résolus de manière analytique. Il s’agit de la géométrie SPECT convention-
nelle [48, 62, 69] et la géométrie correspondant à la sphère unitaire complète [31, 78],
nécessitant la connaissance des projections parallèles exponentielles pour toutes les
directions

=
possibles.

5Le diffusé Compton correspond à la détection par la caméra de photons diffusés. Ceux-ci pro-
voquent une perte d’information quant à la localisation des sources émettrices et provoquent une baisse
de contraste dans les images reconstruites.
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Hypothèses et plan de la thèse

Tout au long de cette thèse, nous supposerons que
�

et > sont des fonctions réelles
définies sur

2 3 B
, bornées et à support compact. De plus, nous considérerons que la

carte d’atténuation > � < � est connue et constante, égale à NØO sur un domaine convexe
contenant le support de

�
.

Ainsi, dans cette thèse, nous avons envisagé le problème de la reconstruction ana-
lytique exacte et stable de

� � < � avec correction d’atténuation à partir de projec-
tions parallèles exponentielles pour différentes géométries d’acquisition. Celui-ci
constitue un problème mathématique relativement compliqué dont la résolution re-
quiert avant tout la maîtrise d’un outil mathématique appelé transformée rayons X
exponentielle. Cette transformée intégrale a été introduite à l’équation (1.3). Le cha-
pitre 2 est principalement consacré à sa description en deux et trois dimensions. En
2D, cette transformée est également appelée transformée de Radon exponentielle.

Nos recherches ont abouti à la résolution du problème de l’inversion de la trans-
formée rayons X exponentielle pour la géométrie RSH ainsi que d’autres géométries
particulières. Les chapitres 3, 4, 5 et 6 décrivent les différentes géométries étudiées et
les méthodes que nous avons développées :

– Le chapitre 3 est consacré à l’étude de l’inversion de la transformée de Radon
exponentielle pour une acquisition des projections sur un demi-tour, c’est-à-dire
sur ����
 � . Jusqu’à présent, ce problème d’inversion était bien maîtrisé lorsque
les projections étaient mesurées sur ����
 � . Un certain nombre de travaux, comme
par exemple ceux de Pan & Metz [48, 62], ainsi que des résultats de recons-
truction par des méthodes itératives, laissaient entrevoir la possibilité d’une in-
version exacte de la transformée de Radon exponentielle sur ����
�� . Nous avons
développé, en collaboration avec Frédéric Noo, une méthode analytique de re-
construction montrant que l’inversion de cette transformée sur ���	
�� est possible
de manière exacte et stable.

– La géométrie
?

d’acquisition des projections étudiée au chapitre 4 correspond à
une bande équatoriale de la sphère unitaire. Cette géométrie présente l’intérêt de
généraliser tous les résultats précédemment publiés sur l’inversion de la trans-
formée rayons X exponentielle 3D [31, 78]. La méthode de reconstruction que
nous proposons, appelée méthode EXP-TTR (pour EXPonential-True Three di-
mensional Reconstruction), englobe également le cas particulier correspondant
à la formule d’inversion de la transformée de Radon exponentielle présentée par
Tretiak & Metz [69].

– Le chapitre 5 présente une méthode de synthèse de projections parallèles ex-
ponentielles à partir de projections parallèles exponentielles connues pour un
ensemble de directions

?
correspondant à une courbe fermée sur la sphère uni-
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taire. Cette méthode constitue un apport théorique important à la résolution du
problème de l’inversion exacte de la transformée rayons X exponentielle. De
plus, elle présente un intérêt pratique dans l’étude de la géométrie RSH.

– Au chapitre 6, nous étudions le problème de l’inversion de la transformée rayons
X exponentielle en géométrie RSH SPECT, pour laquelle l’ensemble

?
est consti-

tué d’une union de cercles sur la sphère unitaire. Dans ce chapitre, nous défi-
nissons clairement ce que nous entendons par géométrie RSH SPECT. Enfin,
nos résultats présentent une condition nécessaire et suffisante d’inversion ainsi
qu’une méthode générale de reconstruction pour quelques géométries d’acquisi-
tion RSH usuelles.

Tous les résultats mathématiques obtenus dans cet ouvrage sont vérifiés au cours des
chapitres 3, 4, 5 et 6 grâce à des simulations. Pour chaque géométrie d’acquisition

?
étudiée, les simulations envisagées consistent à générer un ensemble de projections
parallèles exponentielles exactes. Par exactes, nous entendons qu’elles sont calculées
de manière analytique sur base des paramètres d’un fantôme constitué d’ellipsoïdes,
fantôme décrit en détail à l’annexe C.1. Le but de chacune de ces simulations est de
tester nos algorithmes de reconstruction sur ces données simulées “idéales” afin de
montrer leur exactitude.

Nous étudions également le comportement fréquentiel de chaque méthode de re-
construction en présentant, en fin de chapitres 3, 4 et 6, leurs fonctions de transfert
locales (ou MTF, de l’anglais Modulation Transfert Function).

Au chapitre 7, notre méthode de reconstruction en géométrie RSH est testée sur
un ensemble de projections parallèles atténuées mesurées au moyen d’un prototype de
scanner RSH SPECT développé à l’Université d’Utah dans le département de radiolo-
gie. Les résultats présentés montrent l’aptitude de notre algorithme de reconstruction
à corriger l’atténuation de manière analytique dans une situation bien réelle.

Enfin, au chapitre 8, nous présentons nos conclusions ainsi que quelques perspec-
tives.



Chapitre 2

Transformées rayons X atténuée et
exponentielle

Ce chapitre est consacré à la description des transformées rayons X atténuée et ex-
ponentielle en deux et trois dimensions, ainsi qu’à la présentation de leurs principales
propriétés. En particulier, en 2D, les transformées rayons X atténuée et exponentielle
sont connues sous les appellations respectives de transformée de Radon atténuée et
transformée de Radon exponentielle. Ces différentes transformées mathématiques sont
à la base de tout algorithme de reconstruction analytique d’image avec correction d’at-
ténuation en émission monophotonique. Nous décrivons également comment, et sous
quelles conditions, les données atténuées peuvent être converties en données exponen-
tielles. Signalons que la démonstration de la formule d’inversion de la transformée de
Radon exponentielle présentée dans ce chapitre est une contribution originale.

2.1 Transformée de Radon atténuée

La transformée de Radon atténuée est une généralisation de la transformée de Ra-
don introduite en 1917 par Johan Radon [65]. Elle fut étudiée dès le début des années
70 mais ce n’est que tout récemment que le problème de son inversion exacte a été
résolu [54, 58].

2.1.1 Définition

Soient � < +���� les coordonnées cartésiennes d’un point du plan
2 3 � . Ce point peut

également être représenté sous la forme vectorielle < � � < +���� . Soient
�

et > deux
fonctions réelles, définies sur

2 3 � , bornées et à support compact, encore notées
� � < �

ou
� � < +~�K� et > � < � ou > � < +~�K� respectivement. La transformée de Radon atténuée de

�
est définie parÙ ^ E ��Ú � = +IÛÊ���Üº ÓFÔb Ô ½�¿ � �ÝÛ = Þ ��¿ = �%ÎÐÏ�Ñ Ò 8oº ÓFÔÕ ½�¿ R > �kÛ = Þ �Á¿ R = � Ö (2.1)

11
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où
= Þ �ß�$àMá�â = +~â~ãåä = � et

= �ß�18æâ~ãåä = +�à`á	â = � sont deux vecteurs unitaires orthogonaux.Ù ^ E ��Ú � = +IÛÊ� est une fonction réelle définie sur
Ù 
�+ VXW Ù u 2 3 , l’indice > indiquant le ca-

ractère atténué de la transformée en référence à la fonction > � < � . Les variables � = +IÛÊ�
sont appelées coordonnées sinogrammes d’une droite du plan

2 3 � et sont illustrées à la
figure 2.1.

En émission monophotonique, la fonction
� � < � est directement proportionnelle à la

concentration du traceur radioactif au point < . Elle est également appelée carte d’émis-
sion. La fonction > � < � représente le coefficient d’atténuation linéique1 d’un photon au
point < et est souvent appelée carte d’atténuation. Pour un couple � = +�ÛX� donné, la
transformée de Radon atténuée de

�
peut être vue comme la somme des photons émis

le long de la droite de coordonnées sinogrammes � = +IÛÊ� , somme atténuée par un facteur
dépendant de l’atténuation le long de cette même droite.

ç�ç�ç�çç�ç�ç�çç�ç�ç�çç�ç�ç�ç
è�è�è�èè�è�è�èè�è�è�èè�è�è�è

Û

�

<

=
= Þ
=> � < � = = Þ

� � < �

FIG. 2.1 – Coordonnées sinogrammes d’une droite et projection atténuée :
=

est l’angle
de la projection et Û est la distance signée de la droite par rapport à l’origine, cette
distance étant comptée positivement dans le sens de

= Þ
.

Lorsque
=

est fixé, la fonction
Ù ^ E ��Ú � = +�ÛX� de la variable Û est appelée projection

atténuée de Radon de
�

. Vu que les fonctions
�

et > sont bornées et à support compact,
les projections atténuées de Radon de

�
sont bornées et à support compact sur

2 3
[52].

2.1.2 Note bibliographique

Les différentes approches pour résoudre le problème de l’inversion de la transfor-
mée de Radon atténuée peuvent être classées en plusieurs catégories dépendant de la

1Ce coefficient est supposé constant dans toutes le directions au voisinage du point é .
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connaissance ou de la non-connaissance de la carte d’atténuation d’une part et du prin-
cipe de la méthode envisagée, itératif ou analytique, d’autre part.

La fonction > � < � est connue. En ce qui concerne l’approche itérative du problème
d’inversion, de nombreux travaux ont été publiés au cours des quinze dernières années.
Citons par exemple les références [18, 27, 70]. Quant à l’approche analytique, ce n’est
que tout récemment qu’une formule d’inversion exacte de la transformée de Radon
atténuée a été introduite pour une fonction > � < � tout à fait générale [54, 58]. Par contre,
lorsque la fonction > � < � vérifie l’hypothèse supplémentaire d’être constante sur un
domaine convexe contenant le support de

�
, une autre solution analytique existe [69].

Cette méthode consiste tout d’abord à convertir la transformée de Radon atténuée de�
en une autre fonction, appelée transformée de Radon exponentielle de

�
[46] et,

ensuite, à inverser celle-ci. Le problème de l’inversion de la transformée de Radon
exponentielle est aujourd’hui bien maîtrisé. Nous reviendrons sur cette transformée et
son inversion dans la suite de ce chapitre. La deuxième colonne du tableau 2.1 résume
les différentes méthodes d’inversion de la transformée de Radon atténuée lorsque la
fonction > � < � est connue.

Méthode > � < � connue > � < � inconnue
Itérative Voir par exemple les références [18, 27, 70]. Calcul simultané de> � < � et

� � < � . Voir
par exemple les réfé-
rences [4, 5, 22, 45,
66]

Analytique > � < � constante sur
un domaine convexe
contenant le support
de

�
: formule d’in-

version exacte [46,
48, 62, 69].

> � < � non-constante
sur le support de

�
:

formule d’inversion
exacte [54, 58].

Méthodes appro-
chées basées sur
des conditions
de consistance
[47, 53, 77]. Pas de
formule d’inversion
exacte.

TAB. 2.1 – Résumé des différentes méthodes d’inversion de la transformée de Radon
atténuée avec quelques références importantes s’y rapportant.

La fonction > � < � est inconnue. Un certain nombre de méthodes itératives existent
dans la littérature. À partir d’une information a priori adéquate, ces techniques re-
construisent simultanément les cartes d’émission et d’atténuation à partir des mesures
d’émission seules. Plus de renseignements sur ces méthodes sont fournies aux réfé-
rences [4, 5, 22, 45, 66]. En ce qui concerne l’approche analytique du problème d’in-
version, aucune solution exacte n’a été introduite à ce jour et il semble fort peu pro-
bable qu’une inversion exacte de la transformée de Radon atténuée soit possible sans
la connaissance de la carte d’atténuation. Néanmoins, une approche analytique alter-
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native a été considérée par Natterer [53] et Welch [77]. L’idée de cette approche, basée
sur les conditions de consistance de la transformée de Radon atténuée2, consiste à uti-
liser les données d’émission pour construire une carte d’atténuation fictive qui simule
au mieux les effets de la carte d’atténuation réelle. La véritable carte d’atténuation est
ensuite assimilée à la carte d’atténuation fictive et la reconstruction de la carte d’émis-
sion est réalisée par une méthode analytique impliquant la connaissance de > � < � . Plus
récemment, C. Mennessier et al. [47] ont introduit une méthode similaire, basée sur
les conditions de consistance de la transformée de Radon exponentielle, permettant de
convertir la transformée de Radon atténuée de

�
en sa transformée de Radon exponen-

tielle. La reconstruction de la fonction
�

est alors obtenue par une méthode analytique
d’inversion de la transformée de Radon exponentielle. La deuxième colonne du tableau
2.1 résume les méthodes d’inversion de la transformée de Radon atténuée lorsque la
carte d’atténuation > � < � est inconnue.

2.1.3 Conversion en données exponentielles

Pour rappel, nous faisons l’hypothèse que la fonction > � < � est connue et présente
une valeur constante NHO sur un domaine convexe

?�@
contenant le support de

�
. Comme

déjà mentionné à la section 2.1.2 (tableau 2.1), une inversion exacte de la transformée
de Radon atténuée de

�
est alors possible en convertissant

^ E � en la transformée de
Radon exponentielle de

�
, sur laquelle nous reviendrons par la suite. Dans cette sec-

tion, nous montrons comment réaliser cette conversion.

Pour un couple � = +IÛÊ� donné, nous appelons ê [ � = +IÛÊ� et ê � � = +IÛÊ� (avec ê � � = +IÛÊ�ìëê [ � = +�ÛX� ) les valeurs de ¿ correspondant aux intersections de la droite d’équation < �Û = Þ ��¿ = avec la frontière du domaine
?'@

. La figure 2.2 illustre la situation. Par hypo-
thèse,

� � < � est nulle en dehors de
?�@

. Dès lors, sa transformée de Radon atténuée peut
s’écrire sous la formeÙ ^ E ��Ú � = +IÛÊ��� ºîíkï � x � 0 �í×ð � x � 0 � ½�¿ � �ÝÛ = Þ �Á¿ = �%ÎÐÏ�Ñ Ò 8 º ÓFÔÕ ½�¿ R > �kÛ = Þ �Á¿ R = � Ö (2.2)

L’intégrale apparaissant dans l’exponentielle peut elle-même être décomposée en deux
parties

º ÓFÔÕ ½�¿ R > �kÛ = Þ �Á¿ R = �ñ� º í×ð � x � 0 �Õ ½�¿ R > �kÛ = Þ ��¿ R = �Ø�Àº ÓFÔí�ð � x � 0 � ½�¿ R > �ÝÛ = Þ �Á¿ R = � (2.3)

� �zê [ � = +IÛÊ�\8ò¿-� NPO �óº ÓFÔí×ð � x � 0 � ½�¿ R > �ÝÛ = Þ ��¿ R = � (2.4)

où nous avons utilisé le fait que > � < �ô� N(O sur le segment de droite correspondant
à ¿ R�õ Ù ê [ � = +IÛÊ�Ð+~¿ Ú ; ¿ étant limité à l’intervalle

Ù ê [ � = +�ÛX�I+~ê � � = +IÛÊ� Ú . L’introduction de ce

2Les conditions de consistance de la transformée de Radon atténuée sont des conditions mathéma-
tiques qu’une fonction ö�÷ùøXúÝû�ü doit vérifier pour être la transformée de Radon atténuée d’une quelconque
fonction ý définie sur � � � , bornée et à support compact.
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<?A@
> � < � ê � � = +IÛÊ�= = Þ

ê [ � = +IÛÊ�

� � < �
0

FIG. 2.2 – Cas d’une atténuation constante N(O sur un domaine convexe
?'@

contenant
le support de

�
: intersection de la droite de coordonnées sinogrammes � = +IÛÊ� avec la

frontière du domaine
?�@

. Dans cet exemple, ê [ � = +IÛÊ��� 
 et ê � � = +IÛÊ���Í
 .
résultat dans (2.2) fournit finalementÙ ^ E ��Ú � = +IÛÊ��� p b ] � x � 0 � º íÝï � x � 0 �í×ð � x � 0 � ½�¿ � �ÝÛ = Þ �Á¿ = � p

J`L Õ � p b ] � x � 0 � º ÓFÔb Ô ½�¿ � �kÛ = Þ �Á¿ = � p JML Õ
(2.5)

où nous avons défini la fonction ½�� = +IÛÊ� par

½�� = +�ÛX��� NPO ê [ � = +�ÛX�H�Àº ÓFÔí�ð � x � 0 � ½�¿ R > �ÝÛ = Þ �Á¿ R = � (2.6)

La dernière intégrale apparaissant dans (2.5) est connue sous le nom de transformée
de Radon exponentielle de

�
de coefficient d’atténuation constant N\O . Nous observons

donc que la connaissance de la fonction > � < � et l’hypothèse > � < � � NØO sur
?�@

per-
mettent de convertir la transformée de Radon atténuée de

�
en une autre transformée

par multiplication par le facteur p b ] � x � 0 � . Cette conversion est due à Markoe [46]. Le
problème de l’inversion de

^ E � se réduit donc à celui de l’inversion de la transformée
de Radon exponentielle de

�
. L’inversion exacte de cette transformée est décrite en

détail à la section suivante.

2.2 Transformée de Radon exponentielle

Dans cette section, nous définissons la transformée de Radon exponentielle et en
donnons quelques propriétés importantes. Ensuite, nous proposons une démonstration
originale de sa formule d’inversion.
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2.2.1 Définition

Soient
�

une fonction réelle définie sur
2 3 � , bornée et à support compact et N(O un

coefficient d’atténuation constant. La transformée de Radon exponentielle de
�

, notée^ J L � , est définie par Ù ^ J L ��Ú � = +IÛÊ��� º ÓFÔb Ô ½�¿ � �ÝÛ = Þ �Á¿ = � p J`L Õ (2.7)

La fonction
^ J L � est réelle et définie sur

Ù 
�+ VXW Ù u 2 3 . Pour NHO �ß
 , la transformée de
Radon exponentielle s’identifie à la transformée de Radon.

Nous remarquons que, bien qu’une droite puisse être représentée par deux couples
de coordonnées sinogrammes différents, la transformée de Radon exponentielle prend
des valeurs différentes pour chacun de ces couples, c’est-à-direÙ ^ J L ��Ú � = � W +`8hÛÊ���� Ù ^ J L ��Ú � = +IÛÊ� (2.8)

alors que les couples � = +IÛÊ� et � = � W +`8hÛÊ� représentent la même droite dans le plan
2 3 � .

Ce phénomène est dû à la présence de l’exponentielle dans la définition.

Lorsque
=

est fixé, la fonction
Ù ^ J L ��Ú � = +IÛÊ� de la variable Û est appelée projection

exponentielle de Radon de
�

. Vu que la fonction
�

est bornée et à support compact,
les projections exponentielles de Radon de

�
sont bornées et à support compact sur

2 3
[52].

Nous introduisons à présent une généralisation de la transformée de Radon expo-
nentielle. Soit N � = � une fonction définie sur

2 3
, réelle, bornée et périodique de période3VXW . La transformée de Radon exponentielle avec atténuation dépendant de l’angle de�

est définie par Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ���!º ÓFÔb Ô ½�¿ � �ÝÛ = Þ �Á¿ = � p J � x � Õ (2.9)

Cette transformée de Radon exponentielle présente un coefficient d’atténuation N � = �
variable en fonction de l’angle de chaque projection. La fonction

^ J � est définie surÙ 
�+ VXW Ù u 2 3 , réelle et bornée. Elle n’a aucune signification physique mais constituera
un outil mathématique indispensable tout au long de cet ouvrage. Par la suite, nous
parlerons indistinctement de transformée de Radon exponentielle dans le cas d’une at-
ténuation constante NHO ou d’une atténuation variable N � = � .

La définition de la transformée de Radon exponentielle énoncée ci-avant (équation
2.9) admet une formulation utilisant la distribution de Dirac unidimensionnelle

g
:Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ��� º » ¼ ï ½ < � � < � p J �

x � q � x g �ÝÛ�8 < G = Þ � (2.10)

3Nous dirons par la suite que cette fonction est �	� -périodique et définissons ainsi la notion de �	� -
périodicité.
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où le symbole “ G ” représente le produit scalaire entre deux vecteurs. La distribution
g

limite le domaine d’intégration aux points de
2 3 � situés le long de la droite d’équa-

tion Û � < G = Þ . Tout au long de cet ouvrage, nous utiliserons la distribution
g

de Dirac
comme un outil mathématique afin de simplifier les notations lorsque cela s’avérera
nécessaire. La plupart de nos équations seront donc à considérer dans le cadre de la
théorie des distributions.

Il existe une relation importante entre la transformée de Radon exponentielle d’une
fonction

�
et sa transformée de Fourier 2D. Il s’agit du théorème du profil central de

la transformée de Fourier qui s’énonce comme suit :Ù a [ ^ J ��Ú � = +�
(��� Ù a � ��Ú ��
 = Þ � 6 N � = � = � (2.11)

où N � = �î� N � = � U�VXW . Le membre de gauche de (2.11) est la transformée de Fourier4

de la projection
Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ� pour un angle

=
donné tandis que le membre de droite est

le prolongement analytique de
a � � . Cette expression a un sens car la fonction

�
étant

bornée et à support compact, sa transformée de Fourier existe toujours et possède un
prolongement analytique sur

25 u 25 .

Démonstration. Le théorème du profil central de la transformée de Fourier se dé-
montre aisément si l’on utilise la définition (2.10) de la transformée de Radon expo-
nentielle. En effet,Ù a [ ^ J ��Ú � = +

(�ñ� º » ¼ ½ Û p b�� ��� 0�� º » ¼ ï ½ < � � < � p J � x � q � x g �kÛ'8 < G = Þ �� º » ¼ ï ½ < � � < � p J �

x � q � x º » ¼ ½ Û p b�� ��� 0�� g �kÛ'8 < G = Þ �� º`» ¼ ï ½ < � � < � p J �
x � q � x p b�� ��� � � q � x � �� º`» ¼ ï ½ < � � < � p b�� ��� q � � � x � Ó � � J � x ��� ��� � x �� Ù a � ��Ú ��
 = Þ � 6 N � = � = � (2.12)

où nous avons calculé l’intégrale sur Û en utilisant les propriétés de la distribution
g

de
Dirac.

2.2.2 Inversion

Le problème de la reconstruction d’une fonction
�

à partir de sa transformée de Ra-
don exponentielle avec atténuation constante est aujourd’hui bien maîtrisé. Les contri-
butions majeures sur le sujet ont été fournies par Tretiak & Metz [69] ou encore par
Pan & Metz [48, 62]. On trouvera aux références [2, 15, 16, 24, 26, 28, 30, 31, 32, 33,

4Les définitions de la transformée de Fourier et de son inverse utilisées dans cet ouvrage sont pré-
sentées à l’annexe A.1.
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34, 43, 44, 79, 80] d’autres résultats sur l’inversion de cette transformée.

La transformée de Radon exponentielle avec atténuation dépendant de l’angle a été
étudiée par Hazou & Solmon [32], Kuchment & Schneiberg [42] et Palamodov [61].
Hazou & Solmon ont obtenu des résultats sur l’existence d’une solution au problème
d’inversion. Kuchment & Schneiberg ont dérivé une formule d’inversion du type rétro-
projection des projections filtrées. La preuve de leur formule reposait sur l’hypothèse
que la fonction N � = � était positive et continûment dérivable5 en plus d’être réelle, bor-
née et VÊW -périodique. Palamodov dériva une formule identique à celle de Kuchment
& Schneiberg pour une fonction N � = � réelle, bornée, continûment dérivable, de signe
arbitraire mais vérifiant la condition de périodicité N � = � W �h� N � = � , c’est-à-dire deW -périodicité.

La formule d’inversion présentée ci-après concerne la transformée de Radon ex-
ponentielle avec atténuation dépendant de l’angle et est connue sous l’appellation for-
mule de rétroprojection des projections filtrées, ou encore formule FBP, de l’anglais
“Filtered backprojection”. Elle correspond à la formule introduite par Kuchment &
Schneiberg et Palamodov. La reconstruction FBP exacte d’une fonction

� � < � s’effec-
tue en deux étapes. Les projections exponentielles de Radon sont tout d’abord filtrées
pour obtenir Ù ^ J ��Ú�� � = +�ÛX��� d J � = +IÛÊ�9& Ù ^ J ��Ú � = +�ÛX� (2.13)

où le symbole “ & ” représente l’opération de convolution dans
2 3

et l’exposant “
�

” in-
dique le caractère filtré des projections. La convolution apparaissant dans (2.13) porte
uniquement sur la variable Û . Les projections filtrées sont ensuite rétroprojetées suivant
la formule � � < ���Åº ���O ½ = p b J � x � q � x Ù ^ J ��Ú�� � = + < G = Þ � (2.14)

Le filtre
d J � = +�ÛX� est une fonction généralisée dont la transformée de Fourier est donnée

par Ù a [ d J Ú � = +

(��� ��� � �� � � � sign ��
(� N R � = � si � 
���� � N � = �!�
 sinon
(2.15)

où N � = � � N � = � U�VÊW , N R � = � est la dérivée première de la fonction N � = � et “sign” est la
fonction signature définie par

sign � < ��� "#$ #%
��� si < �Í

 si < �!
89� si < �Í
 (2.16)

Dans la littérature, il est courant de voir apparaître la notion de rétroprojection
pondérée. Cela provient simplement de la présence de l’exponentielle dans la formule
(2.14). Nous observons également que l’application de la formule FBP nécessite la

5Par continûment dérivable, nous entendons que la dérivée première de &�÷ùøMü existe et est continue.
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connaissance des projections exponentielles de Radon sur un tour complet d’acquisi-
tion, c’est-à-dire pour

= õ Ù 
�+ VXW Ù . Ceci constitue une différence importante entre la
transformée de Radon exponentielle et la transformée de Radon qui ne nécessite que
la connaissance des projections sur un demi-tour, c’est-à-dire pour

= õ Ù 
�+ W Ù . Il existe
cependant une certaine redondance dans les données exponentielles sur un tour com-
plet. Cette redondance a été étudiée par Pan & Metz [48, 62].

Dans la démonstration de sa formule d’inversion, Kuchment utilisait la théorie de
plusieurs variables complexes, théorie relativement difficile à aborder. Nous proposons
ici une démonstration originale de la formule d’inversion donnée en (2.13) et (2.14),
basée sur le théorème d’intégration de Cauchy appliqué aux fonctions d’une seule
variable complexe. Pour rappel, la fonction

�
est définie sur

2 3 � , réelle, bornée et à
support compact. Pour notre démonstration, nous supposons que la fonction N � = � est
définie sur

2 3
, réelle, bornée, VXW -périodique et dérivable6. Nos hypothèses sont donc

moins restrictives que celles nécessaires aux démonstrations proposées par Kuchment
& Schneiberg ou Palamodov.

Démonstration de la formule d’inversion. Le point de départ de notre preuve est le
théorème du profil central de la transformée de Fourier donné par l’équation (2.11).
Comme à la référence [34], nous introduisons deux fonctions , � = +

(� et '%� = +

H� telles
que 
 �Æ,óà`á�â('"+ 6 N � = ���Æ,óâ~ã ä)' (2.17)

Pour � 
����*� N � = �!� , nous avons,Á� + 
 � 8 N � � = �Ð+-,	.Zä/' � 6 N � = � U 
 (2.18)

Avec les définitions de
= Þ

et
=
, il est aisé de voir que
 = Þ � 6 N � = � = �ß� ,ÍàMá�âÊ� = �0'v�I+-,óâ~ãåäH� = �0'/�~� (2.19)

Le théorème du profil central de la transformée de Fourier peut alors se mettre sous la
forme Ù a [ ^ J ��Ú � = +

(��� Ù a � ��Ú �å, àMá�â�� = �0'v�I+-,óâ~ãåäP� = �0'/�~� (2.20)

À présent, la fonction
�

est exprimée comme l’inverse de sa transformée de Fourier
en coordonnées polaires� � < +����v�Üº ÓFÔO ½ Y, Y,Æº ���O ½ = p � ��� Y 1 � q32�465 x Ó r75�8:9 x � Ù a � ��Ú � Y,óà`á�â = + Y, â-ãåä = � (2.21)

Soient : � = � 6 ê et
{ O �<; :Íõ 25 =c= õ Ù 
�+ VXW Ù +�ê �ñ
?> . L’intégrale intérieure

apparaissant dans (2.21) peut être vue comme une intégrale le long de la courbe
{ O

dans le plan complexe de : , c’est-à-direº ���O ½ = p � ��� Y 1 � q32�465 x Ó r75�8:9 x � Ù a � ��Ú � Y,ÍàMá�â = + Y, â~ã ä = �
6Par dérivable, nous entendons que la dérivée première de &�÷ùøMü existe.
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�!º � L ½ :�p � ��� Y 1 � q32�465Is Ó r75�8:9 s � Ù a � ��Ú � Y,óà`á�â : + Y,óâ~ã ä : � (2.22)

@A@A@A@A@A@A@@A@A@A@A@A@A@@A@A@A@A@A@A@@A@A@A@A@A@A@@A@A@A@A@A@A@
BABABABABABABBABABABABABABBABABABABABABBABABABABABABBABABABABABABê

={ O
{ [ { B

{ �
VXW


FIG. 2.3 – Définition des contours
{DC

( E%� �	+ V +�� ) formant un domaine fermé avec la
courbe

{ O .
Vu que

�
est bornée et à support compact,

Ù a � ��Ú � Y,óà`á	â : + Y,Íâ-ãåä : � est une fonc-
tion analytique entière7 de : . Dès lors, le théorème d’intégration de Cauchy8 peut être
utilisé pour obtenir

º ���O ½ = p � ��� Y 1 � q32�465 x Ó r75�8:9 x � Ù a � ��Ú � Y,ÍàMá�â = + Y, â~ã ä = �
� BF CHG [ º �JI ½ :�p � ��� Y 1 � qK2�465Is Ó r75�8:9�s � Ù a � ��Ú � Y,óà`á�â : + Y,Íâ-ãåä : � (2.23)

où les courbes
{�C

forment un domaine fermé avec
{ O . La figure 2.3 fournit une illus-

tration de ces courbes ainsi que leur orientation. Les courbes
{ [ , { � et

{ B sont définies
par { [ � ; : � = � 6 ê õ 25L=�= �Å
�+Kê õ Ù 
�+�8 6 Y')�k
�+ Y,)� Ú > (2.24){ � � ; : � = � 6 ê õ 25L=�= õ Ù 
�+ VXW Ú +Kê�� 8 6 Y')� = + Y,"�M> (2.25){ B � ; : � = � 6 ê õ 25L=�= � VXW +Kê õ Ù 
�+�8 6 Y'%� VÊW + Y,"� Ú > (2.26)

où nous avons introduit la fonction à valeurs complexes
Y'%� = + Y,�� donnée par,
.	ä Y'%� = + Y,"��� 6 N � = �+ Y, � � N � � = � (2.27)

Notons que la partie réelle de
Y')� = + Y,"� est identiquement nulle. Étant donnée l’hypothèse

de périodicité faite sur N � = � , les contributions des courbes
{ [ et

{ B se compensent. Il
s’en suit que seule reste la contribution de

{ � dans l’équation (2.23).

7Une fonction d’une variable complexe est dite entière si elle est analytique sur tout le plan com-
plexe.

8Le théorème d’intégration de Cauchy est rappelé à l’annexe A.3.
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L’expression (2.21) de
�

peut ainsi se mettre sous la forme� � < +������ º ÓFÔO ½ Y, Y, º ���O ½ = p � ��� Y 1 � qK2�465 � x Ó Y N � Ó rO5�8:9 � x Ó YN � �Ù a � ��Ú � Y, àMá�â�� = � Y'/�I+ Y,óâ~ãåäH� = � Y'/�~�QPK�"� ½ Y'½ =KR (2.28)

Le dernier facteur de cette expression provient du jacobien de la paramétrisation de la
courbe

{ � , c’est-à-dire

½ : � P �"� ½ Y'½ = R ½ = (2.29)

� ST��"� 6 N�R � = �+ Y, � � N � � = �!UV ½ = (2.30)

Après avoir permuté l’ordre d’intégration entre
Y, et

=
dans l’équation (2.28), nous

considérons
= õ Ù 
�+ VXW Ù comme un paramètre fixé et nous appliquons le changement

de variable Y,�� + 
 � 8 N � � = �Ð+W
X� � N � = �!� (2.31)

Ce changement de variable est tel que
9½Y
æ� Y,ô½ Y,�+ Y,Á� , � = +�
(� et
Y')� = + Y,"���Z'%� = +

H� (2.32)

où , � = +

(� et '%� = +

H� sont les fonctions introduites en (2.17) et (2.18). En utilisant
(2.31) avec le théorème du profil central de la transformée de Fourier (équations (2.19)
et (2.20)), il vient� � < +��K���!º ���O ½ = º ÓFÔ� J � x � � ½Y
[
 P �"� 6 N R � = �
 R p � ��� q � � � x � Ó � J � x � x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +

H� (2.33)

ou encore� � < ��� º ���O ½ = p b J � x � q � x º�ÓFÔ� J � x � � ½Y
Í��
�� 6 N R � = �-� p � ��� � q � x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +

(� (2.34)

Bien que constituant déjà une formule d’inversion de la transformée de Radon
exponentielle, il est possible de mettre l’équation (2.34) sous une forme plus connue.
Exprimons le complexe conjugué de (2.34) :� ; � < ���Åº ���O ½ = p b J � x � q � x º ÓFÔ� J � x � � ½�
ó�\
 8 6 N R � = �~� p b�� ��� � q � x � Ù a [ ^ J ��Ú ; � = +

(� (2.35)

Nous réalisons maintenant le changement de variable 
 R � 8)
 . Vu que
Ù ^ J ��Ú est

réelle, nous avons la propriété
Ù a [ ^ J ��Ú ; � = +�8]
 R ��� Ù a [ ^ J ��Ú � = +�
 R � et il vient� ; � < ���Üº ���O ½ = p b J � x � q � x º b � J � x � �b Ô ½Y
 R �18]
 R 8 6 N R � = �~� p � ��� �M^ q � x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +�
 R �

(2.36)
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Comme
�

est réelle,
� � � ; et la moyenne des équations (2.34) et (2.36) fournit� � < ��� º ���O ½ = p b J � x � q � x º � � � _(� J � x � � ½Y
 P � 
��V � 6 V sign ��
(� N R � = � R p � ��� � q � x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +

H�

(2.37)
Cette dernière équation est identique à la formule FBP donnée en (2.13) et (2.14), le
filtrage des projections étant réalisé dans le domaine fréquentiel.

2.2.3 Coefficients d’atténuation particuliers

La formule d’inversion de la transformée de Radon exponentielle donnée en (2.14)
est générale car elle s’applique à n’importe quel coefficient d’atténuation N � = � réel,
borné, dérivable et VXW -périodique. Dans cette section, nous nous attardons sur trois cas
particuliers correspondant respectivement à un coefficient d’atténuation nul, constant
et anti-symétrique.

A. Coefficient d’atténuation nul : transformée de Radon

Un premier cas intéressant à étudier est celui pour lequel N � = �%� 
 , ce qui corres-
pond à la transformée de Radon. Nous observons, d’après la définition (2.9), que la
transformée de Radon vérifie la propriété suivanteÙ ^ O ��Ú � = � W +`8hÛÊ��� Ù ^ O ��Ú � = +IÛÊ� (2.38)

qui traduit la redondance des données sur un tour complet. La connaissance de
Ù ^ O ��Ú

peut en effet se limiter à
Ù 
�+ W Ù u 2 3 . Scindant l’intégrale (2.14) en deux parties (de 
 àW et de W à VXW ), la formule d’inversion se réduit à� � < ��� V º �O ½ = Ù ^ O ��Ú�� � = + < G = Þ � (2.39)

où les projections
Ù ^ O ��Ú � � = +IÛÊ� sont obtenues par filtrage des projections

Ù ^ O ��Ú � = +IÛÊ�
avec la fonction

d O �kÛÊ� dont la transformée de Fourier est donnée parÙ a [ d O Ú ��
(��� � 
��V (2.40)

La formule (2.39) constitue la formule d’inversion FBP de la transformée de Ra-
don. Le filtre

d O �ÝÛÊ� est indépendant de l’angle des projections et est appelé filtre rampe
dans la littérature.

B. Atténuation constante

Considérons la fonction N � = ��� NHO où NPO est un coefficient d’atténuation constant.
Ce cas particulier correspond à la transformée de Radon exponentielle avec atténuation
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constante NHO . La dérivée de la fonction N � = � étant identiquement nulle, la formule
d’inversion (2.14) se réduit à� � < ��� º ���O ½ = p b JML q � x � d J L �ÝÛÊ�H& Ù ^ J L ��Ú � = +IÛÊ�-�`� 0 G q � x � (2.41)

Le filtre
d J`L �kÛÊ� utilisé dans cette formule est indépendant de l’angle des projections.

Sa transformée de Fourier est donnée parÙ a [ d JML Ú ��
(��� � � � �� si � 
���� N O
 sinon
(2.42)

où N O � NPOIU�VXW . Les équations (2.41) et (2.42) constituent la formule FBP d’inversion
de la transformée de Radon exponentielle avec atténuation constante. Cette formule
fut dérivée en 1980 par Tretiak et Metz [69].

C. Coefficient d’atténuation anti-symétrique

Supposons que la fonction N � = � vérifie la relationN � = � W ��� 8 N � = � (2.43)

pour
= õ Ù 
�+ W Ù , c’est-à-dire que son graphe soit anti-symétrique par rapport à W . Dans

ce cas particulier, nous observons que la transformée de Radon exponentielle vérifie la
relation de redondance suivante (voir définition (2.9))Ù ^ J ��Ú � = � W +`8hÛÊ��� Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ� (2.44)

Comme pour la transformée de Radon, la connaissance de la fonction
Ù ^ J ��Ú peut donc

se limiter à
Ù 
�+ W Ù u 2 3 et la formule d’inversion se simplifie en� � < ��� V º �O ½ = p b J � x � q � x � d J � = +IÛÊ�H& Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ�-�!� 0 G q � x � (2.45)

le filtre
d J � = +�ÛX� étant toujours donné par (2.15).

Un exemple de fonction N � = � vérifiant la propriété d’anti-symétrie (2.43) est donné
à la figure 2.4. Afin de déterminer l’expression du filtre pour cet exemple, nous défi-
nissons la fonction trapèze “ acb ” définie sur

Ù 
�+ W Ú par

adb�� = ��� "#$ #%
= U�e si

= õ Ù 
�+ e Ù� si
= õ Ù e + W 8 e Ú� W 8 = � Ufe si
= õ Ú W 8 e + W Ú (2.46)

où e est un paramètre compris dans l’intervalle
Ú 
�+ WØU�V Ú .
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N � = �
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8 NPO i �lkmi �	�lkni

FIG. 2.4 – Exemple de coefficient d’atténuation N � = � vérifiant la propriété d’anti-
symétrie N � = � W ��� 8 N � = � . e est un paramètre appartenant à l’intervalle

Ú 
�+ W(U�V Ú .
Sur l’intervalle

Ù 
�+ W Ù , le coefficient d’atténuation N � = � s’identifie à la fonction NØO adb�� = � .
Il est alors aisé de montrer que, pour

= õ Ù e + W 8 e Ú , l’expression fréquentielle du filtre
à appliquer aux projections devient

Ù a [ d J Ú � = +�
(��� �o� � �� si � 
p��� N O
 sinon
(2.47)

et est donc identique à celle du filtre utilisé dans le cas d’une atténuation constante N\O .
Sur les intervalles

Ù 
�+ e Ù et
Ú W 8 e + W Ù , la dérivée de N � = � est constante, ce qui conduit

également à une simplification de l’expression du filtre. En particulier, le filtre
d J � = +IÛÊ�

est identique pour toutes les projections dont l’angle
=

appartient à l’intervalle
Ù 
�+ e Ù (il

en va de même pour l’intervalle
Ú W 8 e + W Ù ).

Observons ce qui se produit si le paramètre e est égal à zéro. La figure 2.4 nous
indique que le coefficient d’atténuation N � = � est constant et égal à NØO sur

Ù 
�+ W Ù et dès
lors, que la fonction

Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ� correspond à la transformée de Radon exponentielle
de
�

avec atténuation constante N(O sur � = +IÛÊ� õ Ù 
�+ W Ù u 2 3 . Le raisonnement mené dans
cette section nous apprend qu’il est possible d’inverser cette transformée avec la seule
connaissance des projections exponentielles de Radon sur un demi-tour, c’est-à-dire
pour

= õ Ù 
�+ W Ù . Néanmoins, ce résultat ne peut être validé car la fonction N � = � n’est
plus dérivable et les hypothèses de validité de la formule d’inversion ne sont plus sa-
tisfaites. Il semble donc impossible d’inverser la transformée de Radon exponentielle
avec atténuation constante sur 180 degrés. Nous montrerons au chapitre 3 que cette in-
version est cependant possible de manière exacte et stable en considérant une approche
différente du problème.

Nous en avons à présent terminé avec les transformées rayons X atténuée et expo-
nentielle en deux dimensions. La fin de ce chapitre est consacrée à leur description en
trois dimensions.
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2.3 Transformée rayons X atténuée

2.3.1 Définition

Soient �v� l’ensemble des vecteurs unitaires de
2 3 B

et
= õ ��� . Un point de l’espace2 3 B

peut être représenté par ses coordonnées cartésiennes � < +���+ : � ou sous forme vec-
torielle < � � < +~��+ : � . Soient

�
et > deux fonctions définies sur

2 3 B
, réelles, bornées et

à support compact. Elles sont encore notées respectivement
� � < � ou

� � < +~��+ : � , et > � < �
ou > � < +~��+ : � . La transformée rayons X atténuée de

�
est définie parÙ _ E ��Ú � = +IÛ ���Üº » ¼ ½�¿ � �ÝÛ �Á¿ = �AÎIÏ�Ñ Ò
8ìº ÓFÔÕ ½�¿ R > �ÝÛ �Á¿ R = ��Ö (2.48)

où Û est un vecteur de
2 3 B

orthogonal au vecteur
=
. Nous appelons complément ortho-

gonal du vecteur
=
, noté

w x
, l’ensemble des vecteurs orthogonaux à

=
, c’est-à-direwCx �gq < õ 2 3 B = < G = �Å
sr (2.49)

Géométriquement,
wCx

peut être vu comme le plan perpendiculaire au vecteur
=

et pas-
sant par l’origine du système d’axes � < +���+ : � . Étant donnée cette définition, la fonctionÙ _ E ��Ú � = +IÛ � est définie sur ��� u w'x , l’indice > indiquant le caractère atténué de la trans-
formée en référence à la fonction > � < � . La figure 2.5 illustre les grandeurs

= +	Û et
w x

.

En imagerie monophotonique, la fonction
�

est appelée carte d’émission et repré-
sente la distribution spatiale du traceur radioactif. La fonction > � < � est appelée carte
d’atténuation et représente le coefficient d’atténuation linéique des photons au point < ,
coefficient supposé constant dans toutes les directions au voisinage du point < . Pour
un couple � = +IÛ � donné, la transformée rayons X atténuée de

�
peut être vue comme

la somme des photons émis le long de la droite de direction
=

et passant par le pointÛ , somme atténuée par un facteur dépendant de l’atténuation le long de cette même
droite. Des détails sur les principes de l’imagerie par émission monophotonique ont
été fournis au chapitre 1.

Pour un vecteur
=

fixé, la fonction D�E � = +IÛ �A� Ù _ E ��Ú � = +IÛ � en la variable Û constitue
une projection parallèle atténuée9 de la fonction

�
. Nous appelons alors

whx
le plan de

la projection. Vu que
�

et > sont bornées et à support compact, la projection parallèle
atténuée DFE � = +IÛ � est bornée et à support compact sur

whx
.

A l’heure actuelle, il n’existe aucune formule analytique exacte générale d’inver-
sion de la transformée rayons X atténuée en trois dimensions. Un seul cas particulier,
correspondant à une reconstruction “pseudo-3D”10 de

�
, a été récemment résolu. Nous

9Le terme parallèle vient du fait qu’une projection parallèle contient des mesures de la fonction ý
correspondant à des droites parallèles de � �\� .

10Nous reviendrons sur la notion de reconstruction “pseudo-3D” en fin de chapitre.
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t wCxÛ
=

FIG. 2.5 – Illustration des paramètres � = +IÛ � d’une projection parallèle, ainsi que du
plan

wCx
de la projection. t est l’origine du système d’axes � < +���+ : � .

en avons déjà parlé au début de ce chapitre, il s’agit de la formule d’inversion de la
transformée de Radon atténuée introduite par Novikov [58] puis par Natterer [54].

2.3.2 Conversion en données exponentielles

Comme cela a déjà été fait en 2D (section 2.1.3), il est possible de convertir la trans-
formée rayons X atténuée de

�
en sa transformée rayons X exponentielle, à condition

que la carte d’atténuation > � < � soit connue et constante sur un domaine convexe
?h@

contenant le support de
�

. Le problème de l’inversion de la transformée rayons X atté-
nuée se réduit ainsi à celui de l’inversion de la transformée rayons X exponentielle, sur
laquelle nous reviendrons par la suite. Dans cette section, nous montrons comment les
projections parallèles atténuées peuvent être converties en projections parallèles expo-
nentielles.

Pour un couple � = +IÛ � donné, nous appelons ê [ � = +IÛ � et ê � � = +IÛ � (avec ê [ � = +IÛ �vuê � � = +�Û � ) les valeurs de ¿ correspondant aux intersections de la droite d’équation < �Û ��¿ = avec la frontière du domaine
?'@

. Un raisonnement analogue à celui mené pour
la transformée de Radon atténuée conduit sans difficulté à la relation suivanteDFE � = +IÛ ��� p b ] � x � 0 � º�» ¼ ½�¿ � �ÝÛ �Á¿ = � p JML Õ (2.50)

où NPO est la valeur de > � < � sur
?�@

et la fonction ½�� = +IÛ � est définie par

½�� = +IÛ ��� NPO ê [ � = +IÛ �H� º ÓFÔí×ð � x � 0 � ½�¿ R > �ÝÛ �Á¿ R = � (2.51)

L’intégrale apparaissant dans (2.50) est connue sous l’appellation de transformée rayons
X exponentielle de la fonction

�
. Nous observons donc que si la carte d’atténuation est

connue et constante sur un domaine convexe contenant le support de
�

, le problème
de l’inversion de la transformée rayons X atténuée se réduit à celui de l’inversion de la
transformée rayons X exponentielle.
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2.4 Transformée rayons X exponentielle

2.4.1 Définition

Soit
�

une fonction définie sur
2 3 B

, réelle, bornée et à support compact. La trans-
formée rayons X exponentielle de

�
est définie parÙ _ JML ��Ú � = +IÛ ���!º`» ¼¾½�¿ � �ÝÛ �Á¿ = � p J`L Õ (2.52)

où Û G = �Å
 et NPO est un coefficient d’atténuation constant.
Ù _ J L ��Ú � = +�Û � est une fonction

à valeurs réelles, définie sur � � u wCx . Pour NPO �Å
 , la transformée rayons X exponen-
tielle est identique à la transformée rayons X [21].

Pour
=

fixé, la fonction DFJ`L � = +IÛ ��� Ù _ J`L ��Ú � = +IÛ � en la variable Û constitue une pro-
jection parallèle exponentielle de la fonction

�
. Cette dernière étant bornée et à support

compact, la projection parallèle exponentielle D�E � = +IÛ � est bornée et à support compact
sur

wCx
.

Tout comme pour la transformée de Radon exponentielle, il existe un théorème du
profil central de la transformée de Fourier pour la transformée rayons X exponentielle
en trois dimensions. Il s’énonce comme suitÙ a � DKJ`L Ú � = +

 ��� Ù a B ��Ú ��
 � 6 N O = �Ð+ 
 G = �!
�+ N O � NPOIU�VÊW (2.53)

Dans cette formule,
a � D�J`L est la transformée de Fourier (2D) de la projection D�JML � = +IÛ �

tandis que le membre de droite est le prolongement analytique de la transformée de
Fourier (3D) de la fonction

�
sur

25 B
. La fonction

�
étant bornée et à support compact,

cette expression a toujours un sens.

Démonstration. Établissons la relation (2.53). Pour
=

fixé, et pour tout vecteur 
 de2 3 B
tel que 
 G = �!
 , nous avonsÙ a � DKJ`L Ú � = +

 �ñ� º 0 � x G O ½�Û p b�� ��� 0 � � Ù _ JML ��Ú � = +�Û � (2.54)

� º 0 � x G O ½�Û p b�� ��� 0 � � º » ¼ ½�¿ � �kÛ ��¿ = � p J L Õ (2.55)

Nous effectuons à présent le changement de variables < � Û ��¿ = pour lequel ¿"� < G =
et Û � < 8Æ� < G = � = . Il vient ainsiÙ a � _ JML ��Ú � = +�
 �ñ� º`» ¼?w�½ < � � < � p b�� ��� � � � q b � q � x � x � p JML q � x (2.56)� º`» ¼?w ½ < � � < � p b�� ��� q � � � Ó � J L x � (2.57)

car 
 G = � 
 .
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2.4.2 Introduction au problème de l’inversion

Le problème de l’inversion de la transformée rayons X exponentielle est étudié
depuis de nombreuses années. Cependant, ce problème n’est aujourd’hui que partiel-
lement résolu. Avant de faire le tour de la littérature sur le sujet, nous commençons par
définir clairement le problème d’inversion.

Soit
?

un sous-ensemble de la sphère unitaire ��� . Le problème de l’inversion ana-
lytique de la transformée rayons X exponentielle s’énonce comme suit

Étant donné un ensemble de projections parallèles exponentielles cor-
respondant à un ensemble

?
de directions sur la sphère unitaire, le pro-

blème est de déterminer une formule analytique, exacte et stable de re-
construction de

� � < � , formule s’exprimant explicitement en fonction des
projections.

Intuitivement, une reconstruction exacte de
�

n’est pas possible pour tout ensemble?
de la sphère unitaire. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer un ensemble

?
constitué d’un seul vecteur unitaire de ��� . Les données du problème se limitent ainsi à
une seule projection parallèle exponentielle. Pour permettre une reconstruction exacte
et stable de

�
, l’ensemble

?
doit donc vérifier certaines conditions.

Dans le cas particulier de la transformée rayons X ( NØO � 
 ), le problème d’in-
version est à présent bien maîtrisé. Traçons-en brièvement l’historique. En 1976, Or-
lov a énoncé une condition nécessaire et suffisante d’inversion [59]. Cette condition
s’énonce comme suit

La reconstruction d’une fonction
�

à partir de sa transformée rayons
X
Ù _ O ��Ú � = +IÛ � connue pour tout vecteur

= õ ? est possible si et seulement
si l’ensemble

?
est rencontré par tout grand cercle de la sphère unitaire�v� .

Orlov introduisit aussi une première méthode de reconstruction pour tout ensemble?
vérifiant sa condition [59, 60]. Suite aux travaux importants d’Orlov, de nombreuses

publications concernant la reconstruction d’une image 3D à partir de ses projections
parallèles apparurent dans la littérature. Citons [11, 14, 17, 20, 37, 38, 63, 64, 67]. La
plupart de ces méthodes étaient basées sur la technique de rétroprojection des projec-
tions filtrées (FBP), selon laquelle les projections parallèles D�O � = +IÛ � sont tout d’abord
convoluées avec un filtre adéquat

e � = +IÛ � pour obtenirD �O � = +IÛ ��� º 0 ^ � x G O ½ Û R e � = +�Û 8ÁÛ R � DKO � = +IÛ R � où Û G = �!
 (2.58)

Dans cette équation,
e � = +IÛ � est une fonction généralisée au sens de la théorie des

distributions. Ensuite, les projections filtrées sont rétroprojetées selon la formule� � < ��� º � ½ = D �O � = + < 8Æ� < G = � = � (2.59)
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où < 8 � < G = � = est la projection du point < sur le plan
whx

. D’un premier abord, cette
procédure peut être vue comme une généralisation de la méthode FBP utilisée pour
inverser la transformée de Radon en 2D, dans laquelle les projections 1D sont tout
d’abord convoluées avec un filtre 1D et ensuite rétroprojetées. La situation est cepen-
dant plus compliquée en 3D.

En trois dimensions, il existe de la redondance [59] dans les données : un ensemble
donné de projections parallèles peut contenir trop d’informations par rapport au mini-
mum requis pour obtenir une reconstruction exacte et stable de

�
. En d’autres termes,

certaines projections sont superflues. Cette redondance se traduit par la non-unicité de
la fonction

e � = +IÛ � pour un même ensemble
?

donné. Ceci contraste avec le cas 2D
pour lequel le filtre est unique ; il s’agit du filtre rampe déjà mentionné.

La non-unicité du filtre en 3D avait déjà été mise en évidence dans le début des
années 80 lorsque Colsher [17] et Ra et al. [64] introduisirent deux filtres différents
pour le même ensemble

?
de projections. Le filtre de Colsher fut plus tard généralisé

par Schorr et Townsend [67]. Kinahan et al. [38] démontrèrent l’équivalence entre
l’utilisation de ce filtre et la méthode de reconstruction d’Orlov [59]. Defrise et al.
[21] dérivèrent en 1989 une condition nécessaire et suffisante que doit vérifier un filtree � = +IÛ � pour être valide, c’est-à-dire pour permettre une reconstruction 3D exacte de

�
à partir d’un ensemble

?
de projections non bruitées et vérifiant la condition d’Orlov

citée plus haut. Cette condition [19, 21] s’énonce comme suit

Étant donné un ensemble
?

de projections parallèles vérifiant la condi-
tion d’Orlov, la fonction

e � = +IÛ � est un filtre valide si et seulement si

º � ½ = g � = Gx
 � Ù a � e Ú � = +

 ��� � (2.60)

pour tout vecteur 
 õ 2 3 B .
Il fut alors prouvé que tous les filtres dérivés jusque là étaient des solutions parti-
culières de l’équation (2.60). Finalement, en 1993, Defrise et al. [19] proposèrent
quelques techniques permettant de déterminer différentes expressions du filtre

e � = +IÛ �
pour un ensemble

?
donné.

Venons-en à présent au problème de l’inversion de la transformée rayons X ex-
ponentielle, problème majeur étudié dans cette thèse. Celui-ci est, à l’heure actuelle,
très loin d’être résolu. La transformée rayons X ( NØO �ß
 ) ne constitue qu’un cas par-
ticulier de la transformée rayons X exponentielle et un certain nombre de difficultés
mathématiques empêchent de généraliser les résultats d’Orlov [59, 60] ou de Defrise
[19, 21] au cas exponentiel. Une simple observation du théorème du profil central de
la transformée de Fourier (équation (2.53)) permet de comprendre intuitivement d’où
proviennent ces difficultés. Lorsque N(O �ß
 , prendre la transformée de Fourier d’une
projection parallèle permet d’obtenir la transformée de Fourier de l’image

�
sur un
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plan passant par l’origine du domaine fréquentiel de l’image [59]. Cette constatation
fut à l’origine de nombreux travaux sur le sujet et en particulier des deux travaux d’Or-
lov. Si NPO est différent de zéro, la situation est toute autre. Calculer la transformée
de Fourier 2D d’une projection parallèle exponentielle fournit la transformée de Fou-
rier de l’image en des fréquences complexes, impliquant l’utilisation de la théorie des
fonctions de plusieurs variables complexes. Cette théorie est généralement considérée
“très complexe”. Le problème de l’inversion de la transformée rayons X exponentielle
semble donc être un problème mathématique relativement compliqué.

(a) (b)

? �Å��� �v�
?

FIG. 2.6 – Ensembles
?

pour lesquels une inversion analytique et exacte de la trans-
formée rayons X exponentielle est connue : (a) Sphère complète. (b) Un grand cercle
de la sphère unitaire.

Au moment où nous avons débuté nos recherches, seuls deux articles concernant
la reconstruction exacte d’une fonction tridimensionnelle

�
à partir de ses projections

parallèles exponentielles avaient été publiés. Ces deux travaux [31, 78] nécessitaient
la connaissance des projections parallèles exponentielles D�JML � = +IÛ � pour tout vecteur= õ � � (figure 2.6a). Évidemment, à ces deux travaux vient s’ajouter la géométrie cor-
respondant à un grand cercle complet de la sphère unitaire (figure 2.6b) pour laquelle
une inversion “pseudo-3D” de la transformée rayons X exponentielle est possible de
manière exacte en utilisant la formule d’inversion de la transformée de Radon expo-
nentielle avec atténuation constante sur un tour complet [69] (voir section 2.4.3).

Nos recherches ont porté sur l’étude et le développement de méthodes de recons-
truction analytiques exactes de la fonction

�
à partir d’ensembles de projections paral-

lèles exponentielles correspondant à des ensembles
?

plus complexes, tels que ceux
vérifiant la condition d’Orlov. Les chapitres 3, 4, 5 et 6 décrivent les géométries que
nous avons étudiées, ainsi que les nouveaux résultats d’inversion que nous avons ob-
tenus.
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2.4.3 Inversion “pseudo-3D”

Considérons un ensemble de projections parallèles exponentielles de la fonction
�

caractérisé par un ensemble de directions
?

se réduisant à un grand cercle de la sphère
unitaire � � . Dans ce cas, il existe un lien direct entre la transformée rayons X exponen-
tielle 3D et la transformée de Radon exponentielle. Nous montrons ci-après qu’il est
possible de reconstruire l’image 3D

�
à partir des projections parallèles exponentielles

données en n’utilisant que des techniques de reconstruction purement 2D, techniques
faisant intervenir la transformée de Radon exponentielle. Nous parlerons alors de re-
construction “pseudo-3D”.

Soit un ensemble de projections parallèles exponentiellesDKJML � = +IÛ ��� º » ¼ ½�¿ � �kÛ ��¿ = � p J L Õ (2.61)

connues pour tout
= õ ? , où

?
est le grand cercle de la sphère unitaire orthogonal à un

vecteur unitaire 4 de ��� . Ce cercle est noté
y �z4 � . Nous introduisons deux vecteurs uni-

taires > et t orthogonaux entre eux et orthogonaux à 4 . Les vecteurs � > +�t +~4 � forment
donc une base orthonormée de

2 3CB
. Tout vecteur

=
de
?

se trouve toujours dans le planw � et peut y être repéré par un angle
=

via la relation
= � 8 â-ãåä = > �Æà`á�â = t . Nous

définissons également le vecteur
= Þ

perpendiculaire à
=

et inclus dans le plan
w � := Þ � àMá�â = > �Áâ~ãåä = t . La figure 2.7a illustre la situation.

���

t
=

4wCx

> = = Þ
=:Û
t

(a) (b)

y �z4 �4
== Þ

>

FIG. 2.7 – Reconstruction “pseudo-3D” : (a) Description de la géométrie et des vec-
teurs > , t , = et

= Þ
. (b) Plan

wCx
de la projection DKJ`L � = +IÛ � ; le vecteur

=
est toujours inclus

dans le plan
w � .

Les vecteurs unitaires
= Þ

et 4 constituent une base orthonormée du plan
whx

de la
projection DFJML � = +IÛ � . Dans cette base, le vecteur Û peut être représenté par les deux va-
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riables réelles Û et : de la manière suivante : Û �!Û = Þ � : 4 . Voir figure 2.7b.

Le principe de la reconstruction “pseudo-3D” consiste à considérer la fonction 3D�
comme un empilement de tranches parallèles qui sont chacune reconstruites indé-

pendamment suivant une technique de reconstruction purement bidimensionnelle. Ap-
pelons

� s � < +��K��� � � < > ���"t � : 4 � la fonction 2D correspondant à la tranche de
�

per-
pendiculaire à 4 et située à la distance signée : de l’origine du système d’axes � > +�t +�4 � .
Des échantillons de la transformée de Radon exponentielle de

� s � < +���� peuvent être ex-
traits des projections DFJML � = +IÛ � grâce à la relationÙ ^ JML � s Ú � = +�ÛX��� DKJ`L � = +�Û = Þ � : 4 � (2.62)

valable pour tout
= õ ? et �kÛ�+ : � õ 2 3 u 2 3 . Cette relation indique que les valeurs de la

projection exponentielle de Radon
Ù ^ J L � s Ú � = +IÛÊ� correspondent aux valeurs de la pro-

jection parallèle exponentielle D�J L � = +IÛ � le long de la ligne d’équation Û � Û = Þ � : 4 ,: étant fixé. La reconstruction de chaque fonction
� s est obtenue par inversion de sa

transformée de Radon exponentielle avec atténuation constante
^ J`L � s , en utilisant par

exemple la formule FBP de la section 2.2.3. Finalement, les différentes tranches
� s

reconstruites sont “empilées” pour reconstituer l’entité 3D
�

.

Lorsque le coefficient d’atténuation N(O est égal à zéro, le raisonnement mené ci-
avant décrit une méthode d’inversion “pseudo-3D” de la transformée rayons X. Dans
ce cas, une méthode 2D d’inversion de la transformée de Radon est utilisée pour re-
construire chaque tranche

� s . Pour cette inversion, il suffit de connaître les projections
de Radon sur un demi-tour seulement, c’est-à-dire pour

= õ Ù 
�+ W Ù . L’ensemble
?

peut
donc se limiter à un demi-grand cercle de la sphère unitaire.

Le raisonnement précédent peut être appliqué à n’importe quel coefficient d’atté-
nuation N � = � . La méthode d’inversion “pseudo-3D” utiliserait dans ce cas une formule
d’inversion de la transformée de Radon exponentielle avec atténuation dépendant de
l’angle pour reconstruire chaque tranche

� s . L’ensemble
?

se limite ou non à un demi-
grand cercle de la sphère unitaire selon la forme de la fonction N � = � et la méthode
d’inversion utilisée. Par exemple, pour un coefficient d’atténuation N � = � quelconque
mais borné, dérivable et VXW -périodique, la formule FBP de la section 2.2.2 peut être
utilisée et l’ensemble

?
est un grand cercle complet de ��� . Cette dernière remarque

sera utile au chapitre 3 qui étudie l’acquisition des projections parallèles sur un demi-
cercle et plus particulièrement au chapitre 6 concernant la géométrie RSH SPECT.



Chapitre 3

Acquisition sur un demi-cercle

Dans ce chapitre, nous présentons des nouveaux résultats sur l’inversion de la trans-
formée de Radon exponentielle. En particulier, nous avons démontré qu’il est possible
d’inverser la transformée de Radon exponentielle avec atténuation constante sur un
demi-tour d’acquisition des projections et fourni une formule d’inversion analytique,
stable et exacte. Introduits dans un schéma de reconstruction “pseudo-3D”, ces résul-
tats correspondent à la résolution du problème de l’inversion de la transformée rayons
X exponentielle pour un ensemble de directions correspondant à un sous-ensemble
d’un grand cercle

y
de la sphère unitaire (figure 3.1a) et en particulier, à un demi-

cercle complet de la sphère unitaire (figure 3.1b).

Les résultats originaux sur l’inversion de la transformée de Radon exponentielle
présentés dans ce chapitre ont fait l’objet d’un article [57] paru dans la revue “Inverse
Problems”.

? t
� �

t
� �

?y
(a) (b)

FIG. 3.1 – (a) Ensemble
?

de directions correspondant à un sous-ensemble du grand
cercle

y
. (b) Demi-cercle complet de la sphère unitaire ��� .
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3.1 Motivation

Plaçons-nous dans le contexte d’une acquisition “pseudo-3D” des projections pa-
rallèles. La gamma caméra, munie d’un collimateur à trous parallèles, subit une rota-
tion autour de l’axe du lit du patient, axe que nous notons p s . Le vecteur unitaire

=
,

représentant la direction des trous au sein du collimateur, est ainsi toujours perpendi-
culaire au vecteur p s et la trajectoire

?
des projections mesurées est donc incluse dans

le plan
w)y z

. Le problème de la reconstruction de la distribution spatiale 3D du traceur
radioactif se réduit alors à un problème d’inversion bidimensionnel (voir section 2.4.3).

Classiquement, la caméra subit une rotation complète autour de l’axe du lit du
patient (figure 1.2). La trajectoire d’acquisition

?
correspond alors à un grand cercle

complet de la sphère unitaire. Il est possible d’améliorer ce mode d’acquisition en li-
mitant la rotation de la caméra à un demi-tour, la trajectoire

?
se réduisant dans ce cas

à un demi-cercle de la sphère unitaire. Citons quelques avantages d’une acquisition sur����
	� .
Dans un premier temps, il est possible d’augmenter le rapport signal sur bruit dans

les projections mesurées et donc d’obtenir des images reconstruites de meilleure qua-
lité. En effet, si on considère une même période totale d’acquisition et un même pas
angulaire entre projections comparés à une acquisition sur 360 degrés, la durée d’ac-
quisition d’une projection peut être approximativement doublée. Le nombre de photons
comptés par projection est donc plus important, ce qui améliore le rapport signal sur
bruit dans chaque projection.

Un second avantage d’une acquisition des projections sur un demi-tour est la possi-
bilité de ne pas mesurer les projections susceptibles de présenter une forte atténuation.
Celles-ci sont en général très bruitées et limitent la qualité de l’image reconstruite. À
la figure 3.2, nous avons représenté un schéma d’acquisition des mesures correspon-
dant à l’imagerie du cœur. Celui-ci étant décentré par rapport au thorax, il existe des
trajets pour lesquels les photons rencontrent une plus forte atténuation, comme ceux
par exemple passant par la colonne vertébrale ou présentant une plus longue distance à
parcourir par les photons au sein des tissus atténuants. Il est donc judicieux de mesurer
les projections pour lesquelles les photons rencontrent la plus faible atténuation. La
figure 3.2 illustre un protocole d’acquisition fournissant un jeu de projections (sur 180
degrés) présentant le moins d’atténuation possible [23].

Malheureusement, une acquisition des projections sur ����
 � ne permet pas une re-
construction avec correction d’atténuation analytique si on utilise le modèle de la trans-
formée de Radon atténuée pour caractériser les données fournies par le scanner. La
formule d’inversion exacte de cette transformée [54, 58] nécessite en effet la connais-
sance des projections sur ����
�� . Si l’atténuation est connue et constante sur la région
d’émission - hypothèse que nous avons faites tout au long de cette thèse -, le problème
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poumon

gamma caméra

ventricule
cœur

collimateur
colonne vertébrale

=
côte

FIG. 3.2 – Illustration d’une acquisition des projections sur un demi-tour. Le vecteur
unitaire

=
caractérise la direction des photons au travers du collimateur.

de l’inversion de la transformée de Radon atténuée se réduit à celui de l’inversion de
la transformée de Radon exponentielle avec atténuation constante (section 2.1.3). Jus-
qu’à ce jour, il était considéré que l’inversion analytique de la transformée de Radon
exponentielle nécessitait la connaissance des projections sur ����
 � . Il semblait donc im-
possible d’obtenir une reconstruction avec correction d’atténuation analytique si une
acquisition sur ����
�� était envisagée.

Dans ce chapitre, nous montrons qu’il est possible d’inverser de manière analy-
tique, exacte et stable, la transformée de Radon exponentielle avec atténuation constante
sur ����
�� . Ce résultat, combiné à une acquisition des projections sur un demi-tour,
constitue une amélioration significative de la géométrie SPECT conventionnelle quand
on réalise de la correction d’atténuation analytique.

Nos recherches ont en fait abouti à un résultat d’inversion plus général dont l’in-
version de la transformée de Radon exponentielle avec atténuation constante sur ����
��
n’est qu’un cas particulier. À la section suivante, nous décrivons tout d’abord notre
algorithme de reconstruction pour le cas général. Il sera ensuite particularisé au cas
d’une atténuation constante sur ����

� .
3.2 Algorithme de reconstruction

Dans un souci de clarté de l’exposé, nous allons tout d’abord énoncer les différents
résultats originaux que nous avons obtenus sur l’inversion de la transformée de Radon
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exponentielle. La section 3.3 en fournira une démonstration complète.

3.2.1 Cas général

Soit une fonction réelle
�

, définie sur
2 3 � , bornée et à support compact sur?A@ � q < õ 2 3 � = m < m ��� r (3.1)

où
m < m est la norme du vecteur < . La méthode que nous avons développée permet de

reconstruire
�

à partir de sa transformée de Radon exponentielleÙ ^ J ��Ú � = +IÛÊ��� º » ¼ ½�¿ � �kÛ = Þ �Á¿ = � p J � x � Õ (3.2)

connue pour � = +IÛÊ� appartenant à
Ù 
�+ W Ù u Ú 8��Å+I��� Ù . Pour rappel,

= ����8 â~ã ä = +�àMá�â = �
et
= Þ � �$àMá�â = +�â-ãåä = � . Notre méthode est valable pour n’importe quel coefficient d’at-

ténuation N � = � réel, borné, constant et égal à � N(O par morceaux et ne présentant qu’un
nombre fini de discontinuités sur

Ú 
�+ W Ù . Nous noterons � ] le nombre de discontinuités
de N � = � sur

Ú 
�+ W Ù et
=`� � d � ��+`G�G�G`+�� ] � les valeurs de

=
pour lesquelles N � = � présente

une discontinuité. Un exemple de fonction N � = � vérifiant ces conditions est illustré à
la figure 3.3. Remarquons dès à présent que la fonction N � = � n’est pas dérivable et
donc que la formule d’inversion présentée à la section 2.2.2 n’est pas applicable. Le
cas particulier � ] � 
 et N �$
��¾�Ç� NPO correspond à l’inversion de la transformée de
Radon exponentielle avec atténuation constante N(O sur ����
 � .

0 ø�� ø � � ø
&�÷ùø`üh�&Y�

k7&Y�
FIG. 3.3 – Exemple de coefficient d’atténuation N � = � pour lequel notre méthode fonc-
tionne ( � ] � V ).

À partir des données du problème, il est possible de construire une équation inté-
grale en la fonction

�
donnée par � ���$ O� Ô �H�À� � (3.3)

qui est une équation intégrale dite de Fredholm de seconde espèce.
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La fonction � Ô est obtenue par la formule� Ô � < ���Üº �O ½ = p b J � x � q � x º � � � � J L ½�
�� 
�� p � ��� � q � x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +

(� (3.4)

où N O � NSOIU�VXW , qui consiste à appliquer l’algorithme de rétroprojection des projec-
tions filtrées aux projections exponentielles de Radon

Ù ^ J ��Ú � = +�ÛX� , mais pour lequel la
rétroprojection est limitée à l’intervalle angulaire

Ù 
�+ W Ù (voir section 2.2.2 sur l’inver-
sion de la transformée de Radon exponentielle avec atténuation dépendant de l’angle). "� < � est la fonction caractéristique du domaine

?'@
, c’est-à-dire

 "� < ��� � � si < õ ?A@
 sinon
(3.5)

tandis que � est un opérateur linéaire borné1 qui s’applique à une fonction de
i � � ?A@ � ,

ensemble des fonctions de carré intégrable sur
?'@

, et qui fournit une fonction dei �X� ?A@ � . Nous noterons encore � = i �X� ?A@ �c8�� i �X� ?A@ � . Pour toute fonction � õi �X� ?A@ � , l’opérateur linéaire � est défini par la relation� ���! "�$# Ô & �  (�)� (3.6)

où “ & � ” représente une convolution bidimensionnelle. La fonction # Ô � < � est indépen-
dante des données du problème, c’est-à-dire de

Ù ^ J ��Ú � = +�ÛX� ; elle est définie par

# Ô � < �ñ� ���F�	G O > � º Ó [b [ ½ D p JML\� q � x � º � � � � J L � � � ½Y
 6 N O sign ��
(� p � ��� � q � x ��
� ���F�	G O > � N OWP< G = Þ� � sinh NPO � < G = � � 6 < G = Þ� �NPO � < G = � � 6 < G = Þ� � � sinh NPO � < G = � 8 6 < G = Þ� �NSO � < G = � 8 6 < G = Þ� � � (3.7)

où
= � � ��8 â~ã ä =�� +�à`á	â =�� � , = Þ� � �zà`á�â =�� +�â~ã ä =�� � pour

d � ��+`G�G�GÐ+�� ] , = O � �$
�+��Ê�
et
= ÞO � ����+�
�� . La fonction “sinh” est la fonction sinus hyperbolique définie par

sinh � < ���ß� p q 8 p b q � U�V . Les coefficients > � � d � 
�+�G G G +�� ] � sont donnés par

>�O � "#$ #%
��� si N �k
���� NPO et � ] pair
 si � ] impair8Ì� si N �k
���� 8 NPO et � ] pair

(3.8)

et > � � � ��� si la transition de N � = � en
=`�

se fait de 8 NPO à � NPO89� si la transition de N � = � en
=`�

se fait de � NPO à 8 NPO (3.9)

pour
d � ��+�G�G`GM+�� ] .

1À l’annexe A.2, nous présentons un ensemble de rappels d’analyse fonctionnelle permettant de se
familiariser avec les notations de ce chapitre.
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Lorsque NPO � 
 , c’est-à-dire lorsque la fonction N � = � est identiquement nulle,
le problème étudié ici se réduit à celui de l’inversion de la transformée de RadonÙ ^ O ��Ú � = +�ÛX� lorsque les projections sont connues pour

= õ Ù 
�+ W Ù . L’équation intégrale
(3.3) se réduit alors à � �  O� Ô (3.10)

car la fonction # Ô � < � est alors identiquement nulle, ou encore à� � < ���!º �O ½ = º`» ¼ ½�
�� 
�� p � ��� � q � x � Ù a [ ^ O ��Ú � = +

H� (3.11)

qui constitue la formule FBP traditionnelle d’inversion de la transformée de Radon
(voir section 2.2.3). Le problème est donc dans ce cas déjà résolu.

La reconstruction de
�

à partir de
Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ� , connue pour � = +IÛÊ� õ Ù 
�+ W Ù u 2 3 , né-

cessite la résolution de l’équation de Fredholm de seconde espèce (3.3). Cette équation
admet une solution unique et stable quelle que soit la valeur de NØO , solution qui peut
s’écrire sous la forme d’une série de Neumann� � ÔF�
G O � � �$ O� Ô ���ß���)��� ��� � ��� B � G G GT�`�z �� Ô � (3.12)

L’opérateur � � est défini par récurrence de la manière suivante : pour toute fonction� õ i �X� ?A@ � et toute valeur entière 4 ë�� , la fonction � � � est obtenue en appliquant
l’opérateur � à la fonction � � b [ � , � O � étant identique à � . Lorsque la norme de
l’opérateur � , notée

m � m , est strictement inférieure à l’unité, la convergence de la sé-
rie (3.12) est assurée.

Dans le cas où
m � m ë � , nous introduisons un facteur de relaxation } õ Ù 
�+`� Ù dans

l’équation intégrale (3.3) de la manière suivante :� � }� �� Ô �Å�-�1��8ò}S� � �Á}��ì� � (3.13)

où
�

est l’opérateur identité. Cette équation est identique à (3.3) dans le sens où elle
admet la même solution. Nous introduisons ainsi l’opérateur linéaire �� ���~�1�\8 }P� � �}��ì� . Si on attribue au facteur de relaxation } la valeur optimale

}�� � Õ � ��"� m � m � (3.14)

la norme de l’opérateur �� est toujours strictement inférieure à l’unité, quelle que soit
la valeur de

m � m . La solution de l’équation (3.13), et donc de (3.3), est alors fournie
par � � }�� � Õ ÔF� G O � ���� � Õ � �  O� Ô (3.15)
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où ���� � Õ �ß�-�1��8 }�� � Õ � � �Á}�� � Õ �ì� .
Quelle que soit la valeur de

m � m , il est toujours possible d’exprimer la solution de
(3.3) sous la forme d’une série de Neumann. La formule (3.15) constitue la formule
de reconstruction de

�
à partir de sa transformée de Radon exponentielle

Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ�
connue sur

Ù 
�+ W Ù u 2 3 . Remarquons que la valeur de la norme de l’opérateur � est
essentiellement influencée par les valeurs de NØO et de � , rayon du domaine

?'@
délimi-

tant la région d’émission. En particulier, plus le produit NØO � est petit, plus la norme
de
m � m est petite également.

3.2.2 Cas particulier important

Nous allons à présent particulariser le résultat général que nous venons de présen-
ter au problème de l’inversion de la transformée de Radon exponentielle

Ù ^ JML ��Ú � = +IÛÊ�
avec atténuation constante NHO , connue pour � = +IÛÊ� õ Ù 
�+ W Ù u 2 3 . Comme nous l’avons
déjà mentionné précédemment, ce problème correspond à � ] �Å
 et N � = ���Å� NPO pour
tout

= õ Ù 
�+ W Ù .
La fonction � Ô apparaissant dans l’équation intégrale (3.3) devient� Ô � < ���Üº �O ½ = p b JML q � x º � � � � J L ½�
�� 
�� p � ��� � q � x � Ù a [ ^ J`L ��Ú � = +

(� (3.16)

et correspond au résultat de l’application de l’algorithme de rétroprojection des pro-
jections filtrées de Tretiak & Metz (voir section 2.2.3) aux projections exponentielles
de Radon

Ù ^ JML ��Ú � = +IÛÊ� , la rétroprojection étant limitée à l’intervalle angulaire
Ù 
�+ W Ù .

Étant donné que la fonction N � = � ne présente aucune discontinuité sur
Ù 
�+ W Ù , seul

subsiste, dans la somme (3.7), le terme dont le coefficient est >�O . En particulier, >
O � � .
La fonction # Ô servant à définir l’opérateur linéaire � se réduit alors à

# Ô � < �ñ� º Ó [b [ ½ DCp JML � r º � � � � J L � � � ½Y
 6 N O sign ��
H� p � ��� q � (3.17)

� N OWS< � sinh NPO �$�h� 6 < �NPO �$�¾� 6 < � � sinh NPO �z�l8 6 < �NPO �$�Ì8 6 < � �
La formule de reconstruction de

�
est donnée par (3.12) ou (3.15) selon que la norme

de l’opérateur � est inférieure ou supérieure à l’unité.

3.3 Dérivation de l’algorithme

Dans le but de démontrer les différentes formules apparaissant à la section 3.2, nous
basons notre raisonnement sur un choix particulier de la fonction N � = � correspondant
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à � ] � V et N �$
��ô� � NPO , en particulier celui de la figure 3.3. Au fur et à mesure
de l’exposé, nous expliquons comment les résultats obtenus pour ce cas particulier
peuvent être adaptés au cas général où N �k
����¡� N(O et � ] est quelconque.

3.3.1 Une équation intégrale pour ¢
Dans cette section, nous dérivons l’équation intégrale (3.3) ainsi que les expres-

sions (3.4) et (3.7) des fonctions � Ô et # Ô .

La fonction N � = � étant connue sur
Ù 
�+ W Ù , nous allons dans un premier temps la

prolonger sur
Ù 
�+ VXW Ù de la manière suivante :N � = ��� 8 N � = 8 W � si

= õ Ù W + VXW Ù (3.18)

c’est-à-dire que la fonction N � = � est rendue anti-symétrique autour de W . La figure 3.4
illustre la situation sur l’exemple de fonction N � = � que nous avons choisi. D’un point

0 � �]hîø � ø�]h ø � �M�ø � ø �
h�&Y�
k7& �

&�÷ùøMü

anti-symétrisation

FIG. 3.4 – Anti-symétrisation de la fonction N � = � : � ] � V .
de vue théorique, reconstruire

�
à partir de

Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ� connue pour � = +IÛÊ� õ Ù 
�+ W Ù u 2 3
est équivalent à reconstruire

�
à partir de cette même transformée mais connue pour� = +IÛÊ� õ Ù 
�+ VXW Ù u 2 3 . En effet, nous observons queÙ ^ J ��Ú � = +�ÛX��� � Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ� si

= õ Ù 
�+ W Ù +�Û õ 2 3Ù ^ J ��Ú � = 8 W +�8hÛÊ� si
= õ Ù W + VXW Ù +�Û õ 2 3 (3.19)

et donc la seule connaissance de
Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ� pour

= õ Ù 
�+ W Ù assure également sa
connaissance pour

= õ Ù 
�+ VXW Ù . Le problème de l’inversion de la transformée de Radon
exponentielle

^ J � sur 180 degrés équivaut ainsi à celui d’inverser cette même trans-
formée sur 360 degrés. Néanmoins, la fonction N � = � ainsi construite n’est pas dérivable
et la formule FBP d’inversion développée au chapitre précédent ne peut être utilisée.
Afin de tenir compte des discontinuités apparaissant dans la fonction N � = �Ð+ il est né-
cessaire de modifier la démonstration du chapitre précédent concernant l’inversion de
la transformée de Radon exponentielle avec atténuation dépendant de l’angle.
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Construction d’une suite de fonctions
� � convergeant vers

�
Pour rappel, le symbole & � représente une convolution dans

2 3 � . Soit
i �X� 2 3 � � l’en-

semble des fonctions de carré intégrable sur
2 3 � . Nous montrons ci-après, que

�
est la

limite dans
i � � 2 3 � � de la séquence

� �Ì�£�F�'�Á#%�'& � � où�F��� < ��� º �O ½ = p b J � x � q � x º J L�¤ � � � ¤ 7 � ï Ó J ïL ½�
¥� 
�� p � ��� � q �
x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +

(� (3.20)

et

#%�F� < ��� � �F�	G O > � º [b [ ½ D p J L � q � x � º J L � � � ¤ � � � ¤ 7 � ï Ó J ïL � ï ½�
 6 N O sign ��
(� p � ��� � q � x �� (3.21)

où N O � NPOIU�VÊW ,
= �

,
= Þ�

et > � ont été définis pour
d �!
�+`G�G�G`+�� ] à la section 3.2. Les sé-

quences �F� et #%� convergent dans
i �X� 2 3 � � vers les fonctions � Ô et # Ô respectivement.

D’une manière formelle, nous écrivons¦ ã�§��¨ Ô �F�9�£� Ô et
¦ ã�§��¨ Ô #%�9� # Ô (3.22)

où les fonctions � Ô et # Ô sont données aux équations (3.4) et (3.7), ainsi que� � ¦ ã�§�`¨ Ô � �Ì� ¦ ã�§��¨ Ô ���F�'��#%�'& � � ���£� Ô ��# Ô & � � (3.23)

Démonstration. La dérivation de (3.23) est basée sur le théorème du profil central de
la transformée de Fourier que nous rappelons ici :Ù a [ ^ J ��Ú � = +�
(��� Ù a � ��Ú ��
 = Þ � 6 N � = � = � (3.24)

Nous considérons dans un premier temps la fonction N � = � de la figure 3.4, présentant
des discontinuités en

= [ , = � , W � = [ et W � = � . Comme au chapitre précédent, nous
introduisons deux fonctions , � = +

H� et '%� = +

(� telles que
æ� ,Íà`á�â©'�+ 6 N � = ��� , â-ãåä/' (3.25)

Pour � 
����*� N � = �!� ,
,Á� + 
 � 8 N � � = �I+ ,	.	ä]'ì� 6 N � = � U 
 (3.26)

Avec les définitions de
= Þ

et
=
, le théorème du profil central de la transformée de

Fourier prend la formeÙ a [ ^ J ��Ú � = +

(��� Ù a � ��Ú �å, àMá�â�� = �0'v�I+-,óâ~ãåäP� = �0'/�~� (3.27)
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À présent, la fonction
�

est exprimée comme l’inverse de sa transformée de Fourier
dans

i � � 2 3 � � en coordonnées polaires :� � ¦ ã�§�`¨ Ô � � (3.28)

avec � �K� < +������Üº �O ½ Y, Y, º ���O ½ = p � ��� Y 1 � qK2�465 x Ó r75�8:9 x � Ù a � ��Ú � Y,ÍàMá�â = + Y, â~ã ä = � (3.29)

Soient : � = � 6 ê et
{ O � ; :Åõ 25 =o= õ Ù 
�+ VXW Ù +�ê � 
�> . L’intégrale en

=
de

l’équation (3.29) peut être vue comme une intégrale dans le plan complexe de : le
long de la courbe

{ O , c’est-à-dire

º ���O ½ = p � ��� Y 1 � q32�465 x Ó r75�8:9 x � Ù a � ��Ú � Y,ÍàMá�â = + Y, â~ã ä = �
� º � L ½ :�p � ��� Y 1 � q32�465Is Ó r75�8:9 s �KÙ a � ��Ú � Y,óà`á�â : + Y,óâ~ã ä : � (3.30)

Vu que
�

est bornée et à support compact,
Ù a � ��Ú � Y,óà`á�â : + Y,óâ~ã ä : � est une fonction

analytique entière en la variable : . Le théorème d’intégration de Cauchy2 est utilisé
pour obtenir

º ���O ½ = p � ��� Y 1 � q32�465 x Ó r75�8:9 x � Ù a � ��Ú � Y,ÍàMá�â = + Y, â~ã ä = �
� [ BF CHG [ º �JI ½ :�p � ��� Y 1 � qK2�465Is Ó r75�8:9�s � Ù a � ��Ú � Y,óà`á�â : + Y,Íâ-ãåä : � (3.31)

où les courbes
{�C

forment un contour fermé avec
{ O . La figure 3.5 illustre ces courbes

et indique leur orientation dans le plan complexe. Sur cette figure,
Y')� Y,"� est défini par,	.Zä Y'%� Y,���� 6 N O+ Y, � � N � � = � (3.32)

et est indépendant de
=

car N � � = ��� N �O pour tout
= õ Ù 
�+ VXW Ù .

L’utilisation de la formule (3.31) dans l’expression de
� �F� < +���� fournit� �K� < +~�K�v� � � [ �� � < +~�K�P� � � � �� � < +��K� (3.33)

où
� � [ �� � < +���� est la contribution des courbes

{ � , {�ª , {�« , {�¬ , { [$O et
{ [ � et

� � � �� � < +~�K� est
la contribution des courbes

{ [ , { B , {�­ , {D® , {�¯ , { [×[ et
{ [ B .

2Le théorème d’intégration de Cauchy est rappelé à l’annexe A.3.
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FIG. 3.5 – Définition des courbes
{DC

, Eh� ��+�G`G�G`+���� formant un domaine fermé avec{ O .
Développons tout d’abord l’expression de

� � [ �� � < +~�K� . Par définition des courbes
d’indice pair,� � [ �� � < +������ º �O ½ Y, Y, º x ðO ½ = p � ��� Y 1 � q�2�465 � x Ó Y N � Ó rY5�8:9 � x Ó Y N � � Ù a � ��Ú � Y,�à`á�â�� = � Y'��Ð+ Y,�â~ãåäH� = � Y'v�-�

� º �O ½ Y, Y, º x ïx ð ½ = p � ��� Y 1 � q�2�465 �
x b YN � Ó rJ5�8:9 � x b YN � � Ù a � ��Ú � Y, àMá�âÊ� = 8 Y'/�Ð+ Y,�â-ãåä(� = 8 Y'/�-�

� º �O ½ Y, Y,ôº �x ï ½ = p � ��� Y 1 � q?2�465 �
x Ó YN � Ó rY5�8:9 � x Ó YN � � Ù a � ��Ú � Y,�àMá�â�� = � Y'/�I+ Y,�â~ã ä(� = � Y'v�~�

� º �O ½ Y, Y, º � Ó x ð� ½ = p � ��� Y 1 � q?2�465 � x b Y N � Ó rf5�8:9 � x b YN � � Ù a � ��Ú � Y, àMá�âÊ� = 8 Y'/�I+ Y,�â~ãåäH� = 8 Y'\�~�
� º �O ½ Y, Y,ôº � Ó x ï� Ó x ð ½ = p � ��� Y 1 � q�2�465 �

x Ó YN � Ó rJ5�8:9 � x Ó Y N � � Ù a � ��Ú � Y,�à`á	âÊ� = � Y'/�I+ Y,�â~ãåäH� = � Y'/�~�
� º �O ½ Y, Y, º ���� Ó x ï ½ = p � ��� Y 1 � q�2�465 �

x b YN � Ó rJ5�8:9 � x b YN � � Ù a � ��Ú � Y, àMá�âÊ� = 8 Y'��Ð+ Y,�â-ãåä(� = 8 Y'��-� (3.34)

Après avoir permuté l’ordre d’intégration entre les variables
Y, et

=
, nous considérons= õ Ù 
�+ VXW Ù comme un paramètre fixé et appliquons le changement de variableY,Á� + 
 � 8 N � � = �I+É
 ë N O (3.35)

Ce changement de variable est tel que
Ì½Y
 � Y,�½ Y,�+ Y,Á� , � = +�
(� (3.36)

et Y')� Y,)��� � ')� = +

(� si
= õ Ù 
�+ = [ ÙxÊ�Ù = � + W ÙxÊ�Ù W � = [ + W � = � Ù8)'%� = +

(� si
= õ Ù = [ + = � ÙËÊ�Ù W + W � = [ ÙxÊ�Ù W � = � + VXW Ù (3.37)
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où '%� = +

(� et , � = +

H� sont les fonctions introduites en (3.25) et (3.26). En utilisant
(3.35) avec le théorème du profil central de la transformée de Fourier (3.24), il vient� � [ �� � < +������Üº �O ½ = º 7 � ï Ó J ïLJ L ½Y
�
 p � ��� q � � � x � Ó � J � x � x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +

(�

� º ���� ½ = º 7 � ï Ó J ïLJ L ½Y
[
 p � ��� q � � � x � Ó � J � x � x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +�
(� (3.38)

ce qui peut encore s’écrire� � [ �� � < +������ º �O ½ = p b J � x � q � x º 7 � ï Ó J ïLJ L ½�
[
 p � ��� � q � x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +

(�
� º ���� ½ = p b J � x � q � x º 7 � ï Ó J ïLJ L ½Y
[
 p � ��� � q � x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +

(� (3.39)

Vu que la fonction N � = � est anti-symétrique par rapport à W , nous observons queÙ ^ J ��Ú � = +IÛÊ� � Ù ^ J ��Ú � = 8 W +�8 ÛÊ� pour
= õ Ù W + VXW Ù (voir équation (3.19)). Cette re-

lation implique que
Ù a [ ^ J ��Ú � = +�
(�ì� Ù a [ ^ J ��Ú � = 8 W +`8)
(� pour

= õ Ù W + VXW Ù . Les
changements de variables

= R � = 8 W , 
 R ��8)
 , suivis de la substitution de
= R par

=
et

celle de 
 R par 
 dans le second terme de (3.39) mènent à� � [ �� � < +������Åº �O ½ = p b J � x � q � x º 7 � ï Ó J ïLJ L ½�
[
 p � ��� � q � x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +

(�
� º �O ½ = p b J � x � q � x º b J Lb 7 � ï Ó J L ½Y
 ��8)
(� p � ��� � q �

x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +

(� (3.40)

Dès lors,� � [ �� � < +������Üº �O ½ = p b J � x � q � x º J L�¤ � � � ¤ 7 � ï Ó J L ½Y
¥� 
�� p � ��� � q �
x � Ù a [ ^ J ��Ú � = +

H� (3.41)

Nous observons que
� � [ �� est identique à la fonction ��� définie à l’équation (3.20).

Développons à présent l’expression de
� � � �� � < +���� de (3.33). Étant donnée la défini-

tion des courbes d’indice impair (voir figure 3.5),� � � �� � < +~�K��� 6 º �O ½ Y, Y, º b�� Y N � Y 1 �O ½�ê p � ��� Y 1 � q?2�465 � í Ó rJ5�8:9 � í � Ù a � ��Ú � Y,�àMá�â 6 êK+ Y,�â~ã ä 6 ê��
8 6 º �O ½ Y, Y, º b�� Y N � Y 1 �Ó � Y N � Y 1 � ½�ê p � ��� Y 1 � q?2�465 �

x ðkÓ � í � Ó rf5�8:9 � x ðkÓ � í � �Ù a � ��Ú � Y,�à`á�â�� = [ � 6 ê��I+ Y,�â~ã ä(� = [ � 6 ê��-�
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� 6 º �O ½ Y, Y, º b�� Y N � Y 1 �Ó � Y N � Y 1 � ½�ê p � ��� Y 1 � q�2�465 �
x ï Ó � í � Ó rf5�8:9 � x ï Ó � í � �Ù a � ��Ú � Y,�à`á�â�� = � � 6 ê��I+ Y,�â~ã ä(� = � � 6 ê��-�8 6 º �O ½ Y, Y, º b�� Y N � Y 1 �Ó � Y N � Y 1 � ½�ê p b�� ��� Y 1 � q�2�465 � í Ó rf5�8:9 � í � Ù a � ��Ú ��8 Y,�à`á	â 6 ê�+�8 Y,�â-ãåä 6 ê��� 6 º �O ½ Y, Y,ôº b�� Y N � Y 1 �Ó � Y N � Y 1 � ½�ê p � ��� Y 1 � q�2�465 � � Ó
x ð Ó � í � Ó rf5�8:9 � � Ó x ð Ó � í � �Ù a � ��Ú � Y,�à`á�â�� W � = [ � 6 ê��I+ Y,�â~ã ä(� W � = [ � 6 êF�~�8 6 º �O ½ Y, Y,ôº b�� Y N � Y 1 �Ó � Y N � Y 1 � ½�ê p � ��� Y 1 � q�2�465 � � Ó
x ï Ó � í � Ó rf5�8:9 � � Ó x ï Ó � í � �Ù a � ��Ú � Y,�à`á�â�� W � = � � 6 ê��I+ Y,�â~ã ä(� W � = � � 6 êF�~�� 6 º �O ½ Y, Y,ôº OÓ � Y N � Y 1 � ½�ê p � ��� Y 1 � q�2�465 � í Ó rf5�8:9 � í � Ù a � ��Ú � Y,�àMá�â 6 êK+ Y,�â-ãåä 6 ê�� (3.42)

Les premier, quatrième et dernier termes de cette somme correspondent respective-
ment aux contributions des courbes

{ [ , {D® , { [ B et vont être associés. De plus, les
contributions des courbes

{ B et
{�¯

sont associées, ainsi que celles de
{/­

et
{ [×[ , pour

obtenir� � � �� � < +������ >�O 6 º �b � ½ Y, Y,ôº b�� Y N � Y 1 �Ó � Y N � Y 1 � ½�ê p � ��� Y 1 � q�2�465 � í Ó r�5�8:9 � í � Ù a � ��Ú � Y, à`á�â 6 êK+ Y,�â~ãåä 6 ê��� �F�
G [ > � 6 º �b � ½ Y, Y,ôº b�� Y N � Y 1 �Ó � Y N � Y 1 � ½�ê p � ��� Y 1 � q?2�465 �
x � Ó � í � Ó rJ5�8:9 � x � Ó � í � �Ù a � ��Ú � Y,�à`á�âÊ� =�� � 6 ê��I+ Y,�â~ã ä(� =�� � 6 êF�~� (3.43)

vu que
Y')�18 Y,"� � Y'"� Y,)� (voir équation (3.32)). Dans (3.43), >�O � �î� , >K[ � 8Ì� et> � �Å�î� . En utilisant la définition de la transformée de Fourier de

�
et en introduisant

les notations
= � �Ä�18 â-ãåä =�� +~à`á�â =�� � , = Þ� �Ç�zà`á�â =�� +~â~ãåä =�� � pour

d � ��+ V , = O �Ä�$
�+��Ê�
et
= ÞO ���1�	+�
�� , cette dernière équation devient� � � �� � < +������Üº » ¼ ï ½ < R ½�� R � � < R +�� R � e �K� < 8 < R +��l8 � R � (3.44)

avec e �K� < +������ �F�	G O > � 6 º �b � ½ Y, Y,Æº b�� Y N � Y 1 �� Y N � Y 1 � ½�ê p � ��� Y 1 � q � x �� 2�465 � í Ó q � x � 5�8:9 � í � (3.45)

L’expression de
e � peut être simplifiée de la manière suivante. Tout d’abord, nous

appliquons le changement de variable

,	.	ä 6 ê�� 8 6 N O D sign � Y,)�+ Y, � � N �O D � + à`á�â 6 ê�� + Y, � � N �O D �� Y,[� + â~ã ä 6 ê�� 8 6 N O DY, (3.46)
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avec
Y, fixé. Cela conduit àe �K� < +������ �F�	G O > � º �b � ½ Y, Y, º [b [ ½ D 6 N O+ Y, � � N �O D � p JML\� q � x � p � ��� q � x �� sign � Y 1 � 7 Y 1 ï Ó J ïL � ï

(3.47)
Ensuite, nous appliquons le changement de variable
 � � Y, � � N �O D � + sign ��
(��� sign � Y,"� (3.48)

avec D fixé. Le résultat este �K� < ��� �F�	G O > � º [b [ ½ DCp J`L�� q � x � º J L � � � ¤ � � � ¤ 7 � ï Ó J ïL � ï ½Y
 6 N O sign ��
(� p � ��� � q � x �� (3.49)

Cette dernière expression pour
e � est à comparer à la fonction #A� définie en (3.21).

La preuve que nous venons de présenter concerne la fonction N � = � donnée en exemple
à la figure 3.4 ( � ] � V ). Adaptons à présent ce résultat au cas plus général où � ] etN �$
�� ( �¡� NPO ) sont quelconques.

Étudions tout d’abord comment le coefficient >�O est déterminé à partir de N � = � .
Remarquons que lorsque � ] est impair (voir exemple de la figure 3.6 pour � ] � � ),
le coefficient >
O est égal à zéro. En effet, dans ce cas, il n’y a pas de discontinuité en= � W et les contributions des courbes

{ [ � = � 
�� et
{D® � = � VXW � se compensent.

Lorsque � ] est pair, le signe de >
O dépend uniquement de la valeur de la fonction N � = �
en zéro. Si N �k
���� � NHO , le contour vertical

{ [ est orienté dans le sens positif de l’axeê et il en est de même pour le contour vertical localisé en
= � VXW ,

{ [ B dans l’exemple
de la figure 3.5. Par contre, le contour vertical correspondant à

= � W (
{l®

sur notre
exemple) est orienté dans le sens négatif de l’axe ê . Les contributions des contours
verticaux situées en

= � 
 (
{ [ ), = � W (

{D®
) et

= � VXW (
{ [ B ) se combinent et four-

nissent le coefficient >
O �!��� . Dans le cas où N �k
���� 8 NPO , un raisonnement analogue
conduit à >
O � 89� .

Établissons à présent la valeur des coefficients > � pour
d � ��+�G�G`G`+�� ] . Ceux-ci

sont indépendants du nombre de discontinuités de la fonction N � = � . Ils ne dépendent
que du sens de la transition de la fonction N � = � à l’endroit de la discontinuité. Par
exemple, si la fonction N � = � présente une discontinuité, ou plutôt une transition en

=��
de 8 NPO à � NSO , les calculs ci-avant ont montré que > � � ��� . De même, > � � 89� si la
fonction N � = � présente une transition de sens opposé en

=Ì�
. Les équations (3.8) et (3.9)

reprennent les valeurs de > � (
d ��
�+�G�G�GM+�� ] ) pour n’importe quelles valeurs de � ] etN �$
�� .

Dès lors,
� � � �� est identique à la fonction #��'& � � utilisée pour définir # Ô & � � de

l’équation (3.23).
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FIG. 3.6 – Illustration d’un contour du plan complexe de : pour � ] � � .
En résumé, nous avons montré que la fonction

�
est la limite dans

i �X� 2 3 � � de la
séquence � � � � � [ �� � � � � �� (3.50)� �F���Á#%�'& � � (3.51)

où �F� et #%� sont données respectivement par les équations (3.20) et (3.21).

Mise en forme de l’équation intégrale

Étant donnée la définition (3.5) de la fonction  caractéristique du domaine
? @

,
nous pouvons écrire

� �  � . Dès lors,
�

peut être vue comme la limite dans
i �X� ?A@ �

de la séquence
� � �! O���%�ò "�$#%��& �  � � . Nous avons démontré à l’annexe B.1 que la

séquence ���Z���  "�z#%��& �  Ø�)� converge dans
i �X� ?A@ � pour toute fonction � õ i �Ê� ?A@ � .

Ce résultat permet d’introduire l’opérateur linéaire � = i � � ?A@ ��� i � � ?A@ � tel que� ��� ¦ ã�§�`¨ Ô  "�$#%�'& �  (�)�Ð+ � õ i � � ?A@ � (3.52)

où la limite est considérée dans
i �X� ?A@ � . En particulier, nous avons� �! O� Ô ��� � (3.53)

Cette dernière équation constitue l’équation intégrale (3.3) en la fonction
�

. L’idée
d’introduire la fonction  a été suggérée par le travail de Palamodov [61].

3.3.2 Formule de reconstruction

Nous nous intéressons à présent à la résolution de l’équation intégrale (3.3) que
nous retranscrivons ici � �! O� Ô ��� � (3.54)

où la fonction  O� Ô õ i �X� ?A@ � et � est l’opérateur linéaire défini en (3.52). Dans cette
section, nous dérivons les expressions (3.12) et (3.15), selon la valeur de la norme de
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l’opérateur � . Nous montrons ensuite que la solution de l’équation intégrale (3.54) est
unique et stable dans

i � � ?A@ � .
Tout d’abord, nous observons que #��K� < +���� est une fonction impaire, c’est-à-dire

que #%�K�18 < +�8'�K� � 8C#%�K� < +���� . Cette relation se déduit de l’équation (3.21). Ayant
posé � �X���! "�$#%�'& �  (�)� , nous avons alors la relation suivanteÓ � �	� [ +�� ��Ô � 8 Ó � [ +�� �	� ��Ô (3.55)

pour toutes fonctions � [ et � � de
i �X� ?A@ � . L’expression

Ó � [ +~� ��Ô représente le produit
scalaire dans

i � � ?A@ � des deux fonctions � [ et � � . Il vient ensuiteÓ � � [ +�� ��Ô � 8 Ó � [ +�� � ��Ô (3.56)

pour toutes fonctions � [ et � � de
i �Ê� ?A@ � car la suite � �Z� converge fortement vers� � dans

i � � ?A@ � (c’est-à-dire que
m ���Z��8�� � m � 
 ). L’équation (3.56) indique

que l’opérateur � est anti-symétrique. Vu que cette équation est valable pour toutes
fonctions � [ et � � de

i ��� ?A@ � et que � est un opérateur linéaire, nous déduisons du
théorème de Hellingter-Toeplitz3 que � est borné et que �18C�ì� est l’opérateur adjoint
de � (voir chapitre 10.1 dans [41] pour plus de détails).

Nous venons donc de montrer que l’opérateur � est borné et anti-symétrique. Ces
deux propriétés constituent un élément clé dans la résolution de l’équation intégrale
(3.54). Étant donné qu’il est borné, l’opérateur � admet une norme, notée

m � m , définie
par m � m � â�Õ�ÑÖ©×G O m � � mm � m (3.57)

Nous montrons ci-après comment la valeur de cette norme conditionne la résolution
de l’équation intégrale.

Premier cas :
m � m �Å�

Supposons tout d’abord que
m � m � � . Dans ce cas, l’équation (3.54) peut être

utilisée de manière récursive pour obtenir� �  O� Ô ��� ��  O� Ô ��� �$ O� Ô ��� � ��  O� Ô ���  O� Ô ��� � �  O� Ô �À� � �� ÔF� G O � �  O� Ô (3.58)

3Le théorème de Hellingter-Toeplitz s’énonce de la manière suivante [41] : Soient Ø � et Ø � deux
opérateurs linéaires définis sur un espace de Hilbert Ù . Si ÷�Ø �6Ú(� ú Ú � ünÛÇ÷ Ú(� ú�Ø � Ú � ü pour toutes
fonctions Ú ��ú Ú �3Ü Ù , alors Øl� est borné et Ø � est appelé opérateur adjoint de Ø�� .
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où l’opérateur � � a été défini de manière récursive à la section précédente. La série
(3.58) converge dans

i � � ?A@ � et est telle quem � m � m  O� Ô m��8 m � m (3.59)

Lorsque
m � m � � , l’équation (3.54) admet donc une solution unique dans

i �Ê� ?A@ � .
Cette solution est stable car  O� Ô est continue en tant que fonctionnelle linéaire deÙ ^ J ��Ú . Cependant, la condition

m � m � � n’est pas automatiquement satisfaite. For-
mellement, nous pouvons écrire � ���  ô�$# Ô & �  (�%� avec # Ô donné par (3.7). Donc,
la condition

m � m �Å� ne sera satisfaite que pour de faibles valeurs du produit NØO � où� est le rayon de
?�@

. Ainsi, pour assurer la convergence de la série (3.58) pour une
valeur de NPO fixée, la fonction

�
doit être confinée dans une région suffisamment petite

autour de l’origine.

Deuxième cas :
m � m ë �

Afin de lever la contrainte
m � m � � , nous introduisons dans l’équation (3.54) un

facteur de relaxation } õ Ú 
�+�� Ú de la manière suivante� � }� �� Ô �Å�-�1��8ò}S� � �Á}��ì� � (3.60)

où
�

est l’opérateur identité. Cette équation est identique à (3.54) dans le sens où elle
admet la même solution. Elle peut encore s’écrire sous la forme� �Æ}� O� Ô � �� � (3.61)

où le nouvel opérateur �� est défini par �� � �1�î8Å}S� � �Ü}�� . Nous montrons ci-
après que le facteur de relaxation } peut être choisi de telle sorte que ��� ��0���d� � pour
n’importe quelle valeur du produit N(O � . Cette propriété est une conséquence directe
de l’anti-symétrie de l’opérateur � . Pour toute fonction � õ i � � ?A@ � ,��� ��æ����� � � Ý �� �'+ �� �/Þ� ����8ò}P� � m � m � �Á} � m � � m � (3.62)

où nous avons utilisé la propriété de distributivité du produit scalaire. Après division
de l’équation précédente par

m � m � et le calcul de la borne supérieure, il vient��� ��0��� � �����'8ò}S� � ��} � m � m � (3.63)

De ce résultat, nous observons que la norme de l’opérateur �� admet un minimum pour
une valeur particulière }?� � Õ du facteur de relaxation :

}�� � Õ � ��"� m � m � (3.64)
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Nous notons ���� � Õ l’opérateur obtenu en remplaçant } par }�� � Õ , c’est-à-dire ���� � Õ ��1��8 }�� � Õ � � ��}?� � Õ � . La norme de ce nouvel opérateur est égale à

��� ���� � Õ ���Z� m � m+ ��� m � m � (3.65)

qui est strictement inférieure à 1 quelle que soit la valeur de la norme de l’opérateur � .

En choisissant } � }?� � Õ dans (3.61), l’équation intégrale devient� � }�� � Õ  O� Ô �ß���� � Õ � (3.66)

avec ��� ���� � Õ ����� � . Utilisant la même approche récursive que dans le cas précédent,
nous obtenons � � }�� � Õ ÔF� G O � ���� � Õ � �  O� Ô (3.67)

Cette série converge dans
i � � ?A@ � pour n’importe quelle valeur de N(O � .

L’équation (3.67) définit une solution unique et stable de l’équation intégrale (3.61)
et par la même occasion de l’équation intégrale (3.54). Pour cette solution, nous avonsm � m � }�� � Õ m  �� Ô m��8¡��� ���� � Õ ��� (3.68)

ce qui montre que la norme de
�

est bornée et assure la stabilité de la solution.

3.4 Vérification de la méthode

Nous proposons ici de montrer que la méthode décrite ci-avant fournit des images
de bonne qualité. Nous nous limiterons cependant au cas particulier important de l’in-
version de la transformée de Radon exponentielle

Ù ^ J L ��Ú � = +IÛÊ� connue sur un demi-
tour complet, c’est-à-dire pour

= õ Ù 
�+ W Ù .
3.4.1 Détails d’implémentation

La reconstruction d’une fonction bidimensionnelle
�

à partir de la formule (3.67)
peut être implémentée de la manière suivante :à Étape 1. Calculer l’image

� O �! O� Ô à partir des projections
Ù ^ J L ��Ú � = +IÛÊ� disponibles

par la formule (3.16).à Étape 2. Calculer l’image
� �Æ� ���� � Õ � � b [ � �1�î8Å}�� � Õ � � � b [ �Ü}�� � Õ � � � b [ pour4 � ��+`G�G�G`+�� , avec }?� � Õ donné par l’équation (3.64).
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� �âá }�� � Õ3ã �� G O � � .

L’image
� � représente l’image reconstruite. Elle correspond à la série (3.67) li-

mitée à ( � � � ) termes. La précision de la reconstruction, que l’on peut assimiler àm � � 8 � m , dépend essentiellement de la norme de l’opérateur � . En absence de bruit
dans les données, plus

m � m est petite, plus �������� � Õ ��� est petite également (voir formule
(3.65)) et plus le nombre �k� �À�Ê� peut être limité pour une précision donnée. En effet,
plus ��� ���� � Õ ��� est petite et plus la série (3.67) converge rapidement.

Nous allons à présent nous attarder sur l’implémentation des trois étapes néces-
saires au calcul de

� � et en estimer le nombre d’opérations.

Implémentation de l’étape 1

Cette étape de la reconstruction est une étape relativement commune en tomogra-
phie. De l’équation (3.16), nous observons que � Ô est simplement le résultat de l’ap-
plication de l’algorithme de rétroprojection des projections filtrées de Tretiak & Metz
[69] aux projections disponibles, la rétroprojection étant limitée à l’intervalle angulaireÙ 
�+ W Ù . Pour obtenir � Ô , les projections exponentielles de Radon

Ù ^ JML ��Ú � = +IÛÊ� sont tout
d’abord filtréesÙ ^ J`L ��Ú�� � = +IÛÊ��� V º » ¼ ½�Û R d JML �ÝÛ�8�Û R � Ù ^ J ��Ú � = +IÛÊ�Ð+ = õ Ù 
�+ W Ù (3.69)

où, pour rappel,
d J`L est donné parÙ a [ d J`L Ú ��
H��� � � � �� si � 
��
ë N O
 sinon

(3.70)

Néanmoins, le filtre
d J L étant défini au sens de la théorie des distributions, il est néces-

saire de le régulariser par l’utilisation d’une fenêtre d’apodisation :d�äJML �ÝÛÊ���Üº J Lå¤ � � � ¤ [ � � �6æ 0 � ½�
 � 
��V �"��àMá�â W ¿V p � ��� 0�� (3.71)

où
d äJ`L est la version régularisée (ou apodisée) de

d J`L , � Û est le pas d’échantillonnage
en Û des projections et où nous avons opté pour la fenêtre d’apodisation de Hanning�1�P�æà`á�â W ¿-� U�V . De plus, � U � V � ÛÊ� est la fréquence de Nyquist correspondant à l’échan-
tillonnage des projections. Ensuite, nous remplaçons

d J`L par
d äJ`L dans (3.69), nous

discrétisons4 l’intégrale et utilisons la transformée de Fourier rapide pour calculer les
échantillons de

Ù ^ JML ��Ú � � = +IÛÊ� . Si l’on dispose de � x projections échantillonnées sur�l0 points, le nombre d’opérations requis pour le filtrage des projections est alors égal

4Dans la suite, nous utiliserons le terme discrétiser pour indiquer le passage du domaine continu au
domaine discret.
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proportionnel à � x �Ì0 ¦ áfç"�Ì0 .
Une fois les projections filtrées, la valeur de � Ô en un point � < +��K� est obtenue par

rétroprojection selon la formule� Ô � < +������ º �O ½ = p b J L � b qK5�8:9 x Ó r72�465 x � Ù ^ JML ��Ú�� � = +IÛ � < à`á	â = �Á�ôâ~ã ä = � (3.72)

que nous discrétisons de la manière suivante :

� Ô � < +~�K��� � = ��è b [F CHG O p b JML � b q35�8:9 x I Ó rO5�8:9 x I �KÙ ^ J`L ��Ú � � =éC +IÛC� < àMá�â =éC ��� â~ãåä =éC � (3.73)

où
=éC �êE
� = avec � = � W(U � x . Si l’image � Ô est calculée sur une grille carrée de� q u � r pixels, le nombre d’opérations pour la rétroprojection est proportionnel à� q � r � x .
Si à présent, � x á �l0 á � q �ß� r �ìë , le nombre d’opérations nécessaires au

calcul de � Ô est de l’ordre de ë B .
Implémentation de l’étape 2

Cette étape nécessite une méthode qui calcule le résultat de l’application de l’opé-
rateur � sur une image donnée � � < +���� et une méthode qui calcule la norme

m � m
nécessaire au calcul de }?� � Õ (formule (3.64)).

Commençons par expliquer comment nous avons implémenté � �Á�! "�$# Ô & �  (�)�pour une image donnée � � < +���� . Supposons que la fonction  Ø� soit connue sur une
grille carrée de pixels

� < � +��fí ��� � <�O � d � < +~� O �ïî	�î���Ð+ d �Å
�+�G`G�G`+Ê�$� q 8��Ê� et îP�Å
�+�G�G`GM+Ê�$� r 8 �Ê� (3.74)

où � q � � r , � < � � �ò� V � U � q � ½ et <�O �Ä� O ��8)� �!� <�U	V afin d’assurer
que la grille soit centrée à l’origine du système d’axes � < +��K� . Pour calculer � � , nous
utilisons la formule de convolution discrète suivante

�$# Ô & �  (�%�M� < � +~�fí ���!½ � �sð b [F� ^ G O �sñ b [Fí ^ G O # äÔ �-� d 8 d R �-½F+Ê��î�8âî R �-½ � �$ (�%�M� < � ^ +���í ^ � (3.75)

pour
d � 
�+�G`G�G`+Ê�$� q 8 �Ê� et îî� 
�+�G�G�GÐ+Ê�k� r 8��Ê� . Dans cette dernière formule, la

fonction # äÔ est une version régularisée de # Ô définie ci-après. Après mise à zéro des
pixels situés en dehors de

?�@
, nous obtenons une estimation de � � .
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La régularisation de la fonction # Ô dans (3.75) est indispensable car # Ô est sin-
gulière le long de la ligne < � 
 . La définition de # äÔ est basée sur une expression
modifiée de la formule (3.17) pour # Ô :

# Ô � < +~�K�ñ� â-ãåä�òH� NPO ���W � ó � < �/8 º Ó [b [ ½ DCp JML\� r º � � � ¤ J L � � � ½Y
 6 N O sign ��
(� p � ��� q � (3.76)

� â-ãåä�òH� NPO ���W � ó � < �� N OWP< � V â~ã ä�ò(� NPO ���NPO � 8 â~ã ä�ò(� NSO �$�h� 6 < �~�NPO �z�¾� 6 < � 8 â-ãåä�ò(� NPO �z�l8 6 < �~�NPO �$�l8 6 < � �
où ó � < ��� º`» ¼ ½�
 6 sign ��
(� p � ��� q � (3.77)

est le noyau de convolution de la transformée de Hilbert. Dans (3.76), nous remplaçonsó � < � par la version régularisée suivante

ó ä � < ���Üº � � � ô [ � � � ] � ½Y
 6 sign ��
(� p � ��� q � � àMá�âÊ� WS<�U ½ �/8 �WS< (3.78)

où � U � V ½ � est la fréquence de Nyquist correspondant à l’échantillonnage de l’image.
Nous obtenons alors l’expression suivante

# äÔ � < +~�K�ñ� â-ãåä�òH� NPO ���W � ó ä � < � (3.79)

� N OWP< � V â~ã ä�ò(� NPO ���NPO � 8 â~ã ä�ò(� NSO �$�h� 6 < �~�NPO �z�¾� 6 < � 8 â-ãåä�ò(� NPO �z�l8 6 < �~�NPO �$�l8 6 < � �
Nous utilisons un algorithme de transformée de Fourier 2D rapide pour le calcul de la
convolution (3.75). Dès lors, si � q �Ä� r �êë , le nombre d’opérations nécessaires
pour le calcul de � � est proportionnel à ëÜ� ¦ áJçpë .

Nous montrons à présent comment nous avons estimé la norme de l’opérateur � .
L’idée consiste à utiliser la méthode de la puissance pour le calcul de la valeur propre
maximale de l’opérateur � n � , où � n � 8C� est l’opérateur adjoint de � . La racine
carrée de cette valeur propre est mathématiquement égale à

m � m . Utilisant la méthode
de la puissance,

m � m est la limite de la séquence õ�� générée au travers du processus
itératif suivantö �Ì�!� �Ø� b [ +W÷M�9� 8C� ö ��+øõK�9� m ö � m + �Ø�Ì�ù÷`� U m ÷`� m + 4 � ��+ V +���+�G G G (3.80)

où � O est une image arbitraire non-nulle (voir [35] pour plus de détails). Dans ce pro-
cessus, l’application de l’opérateur � aux images ��� b [ et ö � est réalisée en utilisant
(3.75). Notons qu’une grande précision sur

m � m n’est pas nécessaire. Dès lors, seules
quelques itérations suffisent.
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Implémentation de l’étape 3

Cette étape est triviale et présente un nombre d’opérations proportionnel à �øë �
où �$� � �Ê� est le nombre de termes de la série et ë �Å� q �Å� r .

En conclusion, le nombre d’opérations nécessaires au calcul de
� � est de l’ordre

de ë B pour autant que �ûú ë .

3.4.2 Reconstructions

La formule de reconstruction (3.67) a été testée sur des données simulées à partir
d’un fantôme 3D simplifié du cœur composé de trois ellipsoïdes. Une description com-
plète de ce fantôme est donnée à l’annexe C.1. Les données de la simulation corres-
pondent à un jeu de projections parallèles exponentielles idéales, c’est-à-dire calculées
de manière analytique sur base des définitions des ellipsoïdes constituant le fantôme.

La géométrie d’acquisition des projections parallèles exponentielles est une géo-
métrie “pseudo-3D” (voir section 2.4.3). Le fantôme 3D du cœur a donc été considéré
comme un empilement de tranches bidimensionnelles, perpendiculaires au vecteur uni-
taire p s , reconstruites chacune par la méthode d’inversion 2D présentée dans ce cha-
pitre. L’image 3D reconstruite est obtenue par empilement des différentes tranches.

Échantillonnage de l’image et des projections

L’image 3D
�

est reconstruite sur une grille cubique de � q u � r u � s voxels
où � q �ñ� r � � s � ��
	
 , centrée à l’origine du référentiel. Chaque voxel est de
forme cubique et de taille ��GTÉ mm u ��GTÉ mm u �	GQÉ mm. Nous considérons donc un vo-
lume de reconstruction cubique de taille �ÊÉZ
 mm u �ÊÉZ
 mm u �ÊÉ	
 mm centré à l’origine.

Les projections parallèles exponentielles D�JML � = +IÛ � ont été simulées pour un coeffi-
cient d’atténuation NHO ��
�GÈ
 V mm

b [
. Cette valeur est relativement plus élevée que les

valeurs typiques d’atténuation rencontrées en imagerie SPECT. Nous avons en effet
voulu tester notre algorithme pour une valeur d’atténuation plus sévère afin de montrer
son exactitude. Les projections sont échantillonnées de la manière suivante :=éC �£E
� = + � = � WØU � x +üE\�Å
�+�G�G`GM+Ê�$� x 8 �Ê� (3.81)

où � x �Ç����
 , ce qui correspond à 180 projections parallèles exponentielles simulées
sur ���	
�� avec un pas angulaire de �X� . Pour chaque valeur de

=`C
, la projection est si-

mulée sur une grille de ��0 u � s pixels carrés de taille � Û u � : centré à l’origine,
où �l0î� � s � ��
�
 et ��Ûæ� � : � �	GQÉ mm. Il est à noter que l’image 3D

�
et les

projections ont été échantillonnées selon la variable : de la même manière.
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Il vient alors que 100 tranches perpendiculaires à p s sont reconstruites de manière
indépendante. Pour chacune de ces tranches, le paramètre � a été choisi égal à 70mm
étant donné que le fantôme utilisé est entièrement inclus dans un cylindre de rayon
70mm et dont l’axe est parallèle à p s .
Résultats de la reconstruction

Les figures 3.7 et 3.8 montrent les résultats de la reconstruction. Elles corres-
pondent toutes deux à la même reconstruction mais à deux mises à l’échelle linéaire
différentes des niveaux de gris. La première mise à l’échelle (figure 3.7) porte sur
toute la dynamique de l’image, c’est-à-dire

Ù 8C
�GT
�É�+���GÈ
�É Ú . En d’autres termes, la cou-
leur noire est attribuée à la valeur 8 
�GÈ
�É , ainsi qu’aux niveaux inférieurs à -0.05 et la
couleur blanche est attribuée à la valeur �	GT
�É , ainsi qu’aux niveaux supérieurs à 1.05.
Entre ces deux valeurs, une échelle linéaire de niveaux de gris est utilisée. La seconde
mise à l’échelle (figure 3.8) porte sur l’intervalle

Ù 
�GÈ��+���G V Ú centré sur la valeur 1 de
l’activité présente dans les parois du cœur. La couleur noire est attribuée à la valeur
�GÈ� , ainsi qu’au niveaux inférieurs à 0.8 tandis que la couleur blanche est attribuée à la
valeur �	G V , ainsi qu’aux niveaux supérieurs à 1.2. Entre ces deux valeurs, une échelle
linéaire de niveaux de gris est utilisée. Cette dernière mise à l’échelle des niveaux de
gris permet de mieux faire apparaître les non-uniformités éventuelles des niveaux dans
la reconstruction.

Sur les figures 3.7 et 3.8, la première ligne correspond au fantôme discrétisé idéal.
La seconde ligne correspond à l’empilement, dans la direction p s , des fonctions � Ôcorrespondant à chaque tranche

� s � < +���� . Elle correspond donc à l’utilisation de la for-
mule de rétroprojection des projections filtrées de Tretiak & Metz appliquée sur ����
�� .
Ce résultat montre bien l’inefficacité de cet algorithme à traiter des données sur un
demi-tour d’acquisition. La troisième ligne des figures 3.7 et 3.8 correspond à l’em-
pilement des tranches reconstruites indépendamment par la formule (3.67) où nous
avons limité le nombre de termes de la série à 12, c’est-à-dire pour � � ��� . Pour
chacune de ces tranches, la norme de l’opérateur � a été estimée à

m � m ����GÈ
������ .
Donc, la convergence de la série n’était pas assurée sans relaxation. L’opérateur relaxé���� � Õ présente une norme égale à ��� ���� � Õ ���Z�Å
�Gþý V � . Dans ce cas, le résultat de la recons-
truction limitée à 12 termes présente une précision tout à fait acceptable.

3.4.3 Fonctions de transfert

Nous présentons ici les fonctions de transfert locales de l’algorithme pour les trois
directions principales p q , p r et p s et correspondant au point �k
�+�
�+�
�� de l’espace

2 3 B
.

Les définitions et détails de calcul de ces fonctions sont donnés à l’annexe C.2. La
figure 3.9 donne les fonctions de transfert pour les deux reconstructions correspondant
à 1 et 12 termes. Remarquons que la gaussienne utilisée pour calculer les MTF a été
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FIG. 3.7 – Résultats de la reconstruction. 1ère ligne : fantôme discrétisé idéal. 2ème
ligne : � Ô . 3ème ligne : reconstruction où la série à été limitée à 12 termes ( � � �	� ).
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FIG. 3.8 – Résultats de la reconstruction. 1ère ligne : fantôme discrétisé idéal. 2ème
ligne : � Ô . 3ème ligne : reconstruction où la série à été limitée à 12 termes ( � � �	� ).
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reconstruite avec les mêmes paramètres que ceux utilisés pour la reconstruction du
fantôme du cœur.

Commentons la figure 3.9a correspondant à la reconstruction limitée à 1 terme,
c’est-à-dire à l’application de l’algorithme de rétroprojection des projections filtrées
de Tretiak & Metz aux données sur ����

� . Les MTF montrent clairement une nette dif-
férence de résolution spatiale entre les directions p q et p r , phénomène déjà bien visible
à la figure 3.8 (2ème ligne). Cela indique une très forte non-uniformité dans la recons-
truction.

À la figure 3.9b, nous observons tout d’abord que la MTF s est égale à � pour
toutes les fréquences 
 . La résolution spatiale est donc parfaite dans la direction p s .
Ce résultat provient du caractère “pseudo-3D” de l’algorithme. Pour chaque tranche
reconstruite, les données sont simulées de manière idéale et la reconstruction est réali-
sée indépendamment des autres tranches. Ainsi, aucune opération, pouvant provoquer
une perte de résolution (interpolation, filtrage,. . .), n’est réalisée dans la direction p s .
Ensuite, nous observons que les fonctions de transfert MTF q et MTF r sont assez si-
milaires, ce qui indique une résolution spatiale assez uniforme dans chaque tranche
perpendiculaire à p s .
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FIG. 3.9 – Fonctions de transfert locales de l’algorithme dans les trois directions prin-
cipales ÿ � , ÿ � , ÿ � et correspondant au point

���������	��

de l’espace � 
�� . (a) Reconstruction

limitée à 1 terme. (b) Reconstruction limitée à 12 termes. Notons que l’échelle des
ordonnées n’est pas la même en (a) qu’en (b).



Chapitre 4

Acquisition sur une union de grands
cercles

Dans ce chapitre, nous étudions le problème de la reconstruction d’une fonction tri-
dimensionnelle

�
à partir d’un ensemble de projections parallèles exponentielles cor-

respondant à un ensemble
?

de directions constitué d’une union de grands cercles de la
sphère unitaire. Deux illustrations d’ensemble de ce type sont représentées à la figure
4.1. La méthode EXP-TTR (pour EXPonential-True Three dimensional Reconstruc-
tion) proposée ci-après est du type rétroprojection des projections filtrées et constitue
une méthode dite “3D réelle” car

�
n’est plus vue comme un empilement de tranches

2D mais bien comme une véritable entité tridimensionnelle. Nous étudions également
deux ensembles

?
particuliers : il s’agit de la sphère unitaire complète et d’une bande

équatoriale de ��� (figure 4.1b). Enfin, nous montrons que la méthode EXP-TTR géné-
ralise tous les résultats précédemment publiés sur l’inversion de la transformée rayons
X exponentielle.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont originaux et ont fait l’objet d’un article
[71] présenté à la conférence “2000 IEEE Medical Imaging Conference” ainsi que d’un
article [72] paru dans le journal “IEEE Transactions on Nuclear Science”.

4.1 Motivation

Le problème de la reconstruction de
�

à partir d’un ensemble de projections paral-
lèles exponentielles correspondant à un ensemble

?
constitué d’une union de grands

cercles pourrait être résolu en utilisant des techniques de reconstruction existantes. En
effet, n’importe quel grand cercle de

?
constitue un ensemble complet de projections,

complet dans le sens où il permet une reconstruction exacte et stable de
�

. Pour chaque
grand cercle de

?
, une reconstruction de

�
pourrait tout d’abord être obtenue en utili-

sant les projections parallèles exponentielles correspondant à ce grand cercle dans un
schéma de reconstruction “pseudo-3D” (section 2.4.3). La reconstruction de

�
à partir

59
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������������������������������������������������������������������������������������������������������� � � �

? ?t t
(a) (b)

FIG. 4.1 – Exemples d’ensemble
?

constitué d’une union de grands cercles de � � : (a)
Union finie de grands cercles. (b) Union infinie de grands cercles (bande équatoriale).

de toutes les projections de
?

serait finalement obtenue en moyennant les reconstruc-
tions correspondant aux différents grands cercles de

?
.

Néanmoins, cette approche est difficile à implémenter car, en pratique, la recons-
truction de

�
par un ordinateur passe tout d’abord par un échantillonnage fini des

projections parallèles exponentielles D�J`L � = +IÛ � . Considérons par exemple l’ensemble
?

correspondant à la bande équatoriale de la figure 4.1b. Bien que peu habituelle, cette
géométrie d’acquisition pourrait être implémentée sur un scanner SPECT existant sans
nécessiter beaucoup de modifications au niveau matériel1. Un échantillonnage pra-
tique de cet ensemble de directions consisterait à utiliser des coordonnées sphériques
sur la sphère unitaire de telle sorte que les directions des projections soient uniformé-
ment échantillonnées sur

?
. Malheureusement, un tel échantillonnage nécessiterait une

étape d’interpolation préliminaire pour obtenir des projections dont les directions sont
uniformément réparties sur chaque grand cercle de

?
(figure 4.2). Ceci rend inefficace

toute implémentation de cette approche du problème de reconstruction.

La méthode EXP-TTR que nous proposons pour ce type d’ensemble
?

est une
technique “3D réelle” dans le sens où elle considère l’ensemble

?
comme une véritable

géométrie d’acquisition 3D et non plus comme une union de grands cercles de �)� . Ceci
a pour effet de remédier au problème d’échantillonnage cité plus haut. Cette méthode
est du type rétroprojection (3D) des projections filtrées (FBP). La formule d’inversion
correspondante constitue un apport théorique important dans la compréhension de la
transformée rayons X exponentielle. Enfin, la méthode EXP-TTR généralise tous les
résultats précédemment publiés [31, 78] sur l’inversion de cette transformée, ainsi que

1Il suffirait de pourvoir le détecteur d’un degré de liberté de mouvement supplémentaire en lui per-
mettant de s’incliner par rapport à l’axe de rotation principal du scanner, ou, en d’autres termes, en lui
donnant un angle polaire par rapport à l’axe de rotation du scanner. Plusieurs rotations complètes du dé-
tecteur autour du patient, chacune caractérisée par un angle polaire différent, seraient alors nécessaires
pour acquérir des projections sur une bande équatoriale.
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������������������������������������������������������������������������������������������
échantillon

� �

?
FIG. 4.2 – Échantillonnage pratique de la bande équatoriale. Sur cette figure est éga-
lement représenté un des grands cercles de

?
. Très peu d’échantillons sont localisés

exactement sur ce cercle.

la formule d’inversion de la transformée de Radon exponentielle de Tretiak & Metz
[69].

Avant de terminer cette section, nous désirons faire une remarque concernant la re-
dondance présente dans les données correspondant aux ensembles

?
considérés dans

ce chapitre. Dès que
?

contient plus d’un grand cercle de ��� , les données sont redon-
dantes. D’un point de vue analytique, cette redondance est inutile car elle n’apporte
aucune information supplémentaire quant à la reconstruction de

�
en absence de bruit

dans les données. Par contre, d’un point de vue pratique, elle peut être bénéfique dans
le sens où il est possible d’améliorer la qualité de la reconstruction. En utilisant toutes
les projections disponibles sur

?
, il est possible de mieux gérer le bruit statistique –par

une étape de moyennage par exemple– présent dans les données. Ceci constitue un
avantage de la méthode EXP-TTR.

4.2 Algorithme EXP-TTR

Nous nous intéressons au problème de la reconstruction d’une fonction tridimen-
sionnelle

�
à partir d’un jeu de projections parallèles exponentiellesD�J`L � = +IÛ ��� º`» ¼ ½�¿ � �kÛ ��¿ = � p JML Õ + Û G = �Å
 (4.1)

connues pour tout vecteur
= õ ? . L’ensemble

?
de vecteurs unitaires (ou directions)

considéré est constitué d’une union (finie ou infinie) de grands cercles de la sphère
unitaire ��� . Nous noterons

y �z4 � le grand cercle de la sphère unitaire orthogonal au
vecteur unitaire 4 : y �z4 ���*q = õ � � =�= G 4 �!
sr (4.2)

L’idée à la base de notre méthode est similaire à celle suivie par Ra et al. [64]
en 1982 dans le développement de leur algorithme TTR (de l’anglais True Three-
dimensional Reconstruction) pour l’inversion de la transformée rayons X ( N\O � 
 )
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pour le même type d’ensemble
?

. À partir de résultats sur l’inversion de la transfor-
mée de Radon, Ra et al. ont construit une méthode de reconstruction d’une fonction 3D�

du type rétroprojection des projections filtrées. Sur la base de résultats sur l’inversion
de la transformée de Radon exponentielle avec atténuation constante N\O , nous avons
développé une méthode similaire à l’algorithme TTR mais appliquée aux projections
parallèles exponentielles, d’où l’appellation “méthode EXP-TTR”.

Le raisonnement suivi lors du développement de la méthode EXP-TTR est le sui-
vant. Il est tout d’abord important de remarquer qu’un grand cercle de la sphère unitaire
constitue un ensemble complet de projections parallèles exponentielles à partir duquel
une reconstruction exacte de

�
est possible. Lorsque

?
contient plus d’un grand cercle,

les données DFJ L � = +IÛ � sont par conséquent redondantes. En principe, la reconstruction
de
�

à partir de l’ensemble
?

peut se faire en deux étapes :

1. employer la formule d’inversion “pseudo-3D” de la transformée rayons X ex-
ponentielle (avec atténuation constante) pour chaque grand cercle de

?
(section

2.4.3) et,

2. moyenner les différentes reconstructions obtenues à partir de chaque grand cercle.

La fusion de ces deux opérations en une formule de reconstruction dite “3D réelle”
conduit à notre méthode EXP-TTR.

4.2.1 Formulation FBP

La méthode EXP-TTR est une méthode du type rétroprojection des projections
filtrées (FBP) qui reconstruit la fonction tridimensionnelle

�
suivant la formule� � < ���Åº � ½ = p b J`L q � x � J`L � = + < 8Æ� < G = � = � (4.3)

où les projections filtrées
� J`L � = +�Û � sont obtenues par la convolution bidimensionnelle� J`L � = +�Û ���Åº 0 ^ � x G O ½ Û R DKJML � = +IÛ 8�Û R � e JML � = +IÛ R � (4.4)

Le filtre
e JML � = +IÛ � est donné par

e J`L � = +IÛ ��� "#$ #% V |
d J`L � m Û m �m Û m # Ò = u Ûm Û m Ö si

= u Ûm Û m õ��
 sinon
(4.5)

où le symbole “ u ” représente le produit vectoriel entre deux vecteurs et # est une
fonction arbitraire définie sur ��� , positive et paire, c’est-à-dire vérifiant la relation#î�z4 �C� #��18'4 � pour tout 4 õ � � . Le sous-ensemble � de � � est l’ensemble de tous
les vecteurs unitaires orthogonaux aux grands cercles qui composent

?
:� � q 4 õ � � =�y �z4 ��� ? r (4.6)
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où le symbole “ � ” représente la relation d’inclusion. Il est à noter que l’ensemble �
est toujours symétrique2 car

y �18'4 ��� y �$4 � . La constante | est donnée par

|%� �º��h½�4 #î�z4 � (4.7)

Finalement, la fonction
d J`L est le filtre utilisé dans la formule FBP d’inversion de la

transformée de Radon exponentielle avec atténuation constante :d JML ���	�ñ� º � � � _ J L ½Y
 � 
��V p � ��� ä �
� 8 à`á�âÊ� NPO �	�P� NSO ��â~ã ä(� NPO ���Ë	W � � � (4.8)

La notation N O � NPOÐU	VXW est utilisée. La fonction
d JML est une fonction généralisée et

doit être considérée dans le cadre de la théorie des distributions. Il en va donc de même
pour la fonction

e J`L � = +IÛ � .
Démonstration. Pour dériver la formule (4.3), il est important de noter qu’une re-
construction exacte de

�
est possible à partir des projections parallèles exponentielles

correspondant à n’importe quel grand cercle
y �z4 � de

?
. Il suffit pour cela de considé-

rer la fonction
�

comme un empilement de tranches orthogonales à 4 et d’appliquer
la méthode FBP conventionnelle (2D) à chacune de ces tranches (section 2.4.3). Nous
appelons

� � < +�4 � la reconstruction exacte de
�

à partir des données exponentielles cor-
respondant à

y �z4 � . Pour tout grand cercle
y �z4 ��� ?

, la formule de reconstruction FBP
de
� � < +�4 � peut se mettre sous la forme� � < ��� � � < +�4 ��� º � � � � ½ = p b J L q � x D �JML � = + < 8 � < G = � = � (4.9)

où les projections filtrées D �JML � = +IÛ � sont décrites ci-après. La reconstruction de
� � < +~4 �

est obtenue à partir des projections parallèles exponentielles dont les directions
= õy �z4 � . En considérant le formalisme de la théorie des distributions, nous pouvons en-

core écrire � � < +�4 ���Üº � ½ = g � = G 4 � p b JML q � x D �JML � = + < 8 � < G = � = � (4.10)

La distribution
g

de Dirac permet de limiter la rétroprojection aux projections filtrées
dont les directions

=
sont telles que

= G 4 � 
 , c’est-à-dire telles que
= õ y �$4 � . Les

équations (4.9) et (4.10) sont donc équivalentes.

Étudions à présent le filtrage des projections parallèles exponentielles pour un
grand cercle

y �z4 � donné. Selon la formule FBP d’inversion de la transformée de Radon

2Un ensemble ! de ��� est symétrique si " Ü ! implique k#" Ü ! .
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exponentielle avec atténuation constante NØO , chaque ligne d’une projection, orthogo-
nale au vecteur 4 , doit être convoluée avec le filtre 1D

d J`L . Géométriquement, nous
pouvons donc considérer que ce filtre est appliqué de manière tangentielle au cercley �z4 � . Ainsi, nous introduisons deux vecteurs unitaires orthogonaux > � 4 u = , carac-
térisant la direction tangente à

y �z4 � au point
=
, et t �!4 . Ces deux vecteurs constituent

une base orthonormée du plan de la projection D�J`L � = +IÛ � . Tout vecteur Û inclus dans ce
plan peut donc s’exprimer comme une combinaison linéaire de > et de t . La figure 4.3
illustre ces deux vecteurs.

t �!4 > � 4 u ==
FIG. 4.3 – Plan de la projection D�JML � = +IÛ � . La ligne en pointillé indique la direction
dans laquelle le filtre

d JML doit être appliqué.

En exprimant le vecteur Û par Û � � > �%$"t , le filtrage de la projection D�JML � = +IÛ �
peut s’écrireD �JML � = +IÛ �£� > �&$"t ���Åº » ¼ ½Y� R DKJ`L � = +Ê����8 � R � > �&$)t � d JML ��� R � (4.11)

qui constitue une convolution 1D pour chaque ligne orthogonale à 4 . Afin de faire
apparaître une convolution 2D, nous utilisons à nouveau la distribution

g
de Dirac.

L’équation (4.11) est équivalente àD �J`L � = +�Û �£� > �&$"t ��� º`» ¼ ½Y� R º`» ¼ ½�$ R DKJML � = +���� 8 � R � > �!��$Ì8'$ R �Kt � d JML ��� R � g �($ R �
(4.12)

Nous terminons la mise en forme de l’équation (4.12) par le changement de variablesÛ R �£� R > �)$ R t , qui conduit àD �JML � = +IÛ ��� º 0 ^ � x G O ½�Û R DKJML � = +IÛ 8ÁÛ R � d J`L �ÝÛ R G > � g �ÝÛ R GÈ4 � (4.13)

Théoriquement, une formule de reconstruction du type (4.9) peut être écrite pour
chaque vecteur 4 õ*� . L’étape suivante de notre preuve est de calculer la moyenne
pondérée de toutes les reconstructions disponibles pour

�
. Nous écrivons

� � < ��� º+�h½�4 #î�z4 � � � < +�4 �º � ½�4 #î�z4 � (4.14)
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où #î�z4 � est une fonction arbitraire définie sur ��� , positive et paire, c’est-à-dire telle
que #î�z4 ��� #��18'4 � . Cette fonction attribue à chaque reconstruction

� � < +�4 � un certain
poids tandis que le terme au dénominateur de (4.14) est un facteur de normalisation.
En d’autres mots, cela signifie que l’on accorde plus d’importance à certains grands
cercles en concordance directe avec la valeur donnée à #î�z4 � . La formule (4.14) cor-
respond à un ensemble

?
contenant un nombre infini de grands cercles de �)� , d’où

le signe d’intégration en guise de sommation. Dans le cas d’un nombre fini de grands
cercles, les intégrales apparaissant dans (4.14) doivent être remplacées par des sommes
discrètes dont le nombre de termes est égal au nombre de grands cercles composant
l’ensemble

?
.

La combinaison des équations (4.10), (4.13) et (4.14) fournit� � < � � |Hº � ½�4 #î�z4 �Fº � ½ = g � = G 4 � p b JML q � xº 0 ^ � x G O ½�Û R DKJML � = + < 8 � < G = � = 8�Û R � d JML �kÛ R G > � g �ÝÛ R GÈ4 � (4.15)

où la constante | est donnée par l’équation (4.7). Cette dernière équation peut encore
s’écrire sous la forme� � < ���Üº � ½ = p b J`L q � x º 0 � x G O ½ Û DKJ`L � = + < 8 � < G = � = 8�Û � e JML � = +IÛ � (4.16)

où e J L � = +IÛ ���Å| º�� ½�4 #î�z4 � g �$4 GTÛ � g �z4 G = � d J L �ÝÛ G > �Ð+ Û G = � 
 (4.17)

L’équation (4.16) est équivalente aux équations (4.3) et (4.4). Afin d’obtenir l’expres-
sion (4.5) de

e JML � = +IÛ � , nous observons que Û �ß�ÝÛ G > � > dans (4.17) car Û G = � 
 , Û GÈ4 �!

et � = +�4 + > � constituent une base orthonormée de

2 3hB
. Vu que la fonction

d JML est paire,
nous pouvons écrire d J L �kÛ G > ��� d J L �	� Û G > � ��� d J L � m Û m � (4.18)

et donce JML � = +IÛ ���Å| d J L � m Û m �m Û m º � ½�4 #î�z4 � g P 4 G Ûm Û m R g �$4 G = �Ð+ Û G = �!
 (4.19)

qui se réduit à (4.5) car l’ensemble � est symétrique.

L’observation de l’expression (4.5) du filtre
e J L � = +IÛ � nous rappelle qu’il existe bel

et bien de la redondance dans les données exponentielles dès que l’ensemble
?

contient
plus qu’un grand cercle de la sphère unitaire. En effet, pour un ensemble

?
donné, il

existe une infinité de filtres
e JML possibles. Ce degré de liberté s’exprime par la présence

de la fonction de pondération #��$4 � dans l’expression du filtre. Elle peut être choisie de
façon arbitraire pour autant qu’elle soit définie sur � � , positive et paire. Chaque choix
particulier pour la fonction #î�$4 � conduit à une réalisation possible du filtre et donc de
la formule de reconstruction.
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4.2.2 Expression fréquentielle du filtre de convolution

Déterminer la transformée de Fourier du filtre de convolution
e J L � = +IÛ � présente

essentiellement deux intérêts. Tout d’abord, cette expression constitue un résultat ori-
ginal dont le graphe permettra de mieux comprendre le comportement fréquentiel du
filtre. Ensuite, comme nous l’avons déjà mentionné, le filtre

e JML � = +IÛ � est une fonction
généralisée au sens de la théorie des distributions qui, de plus, présente une singularité
en Û � 
 . Lors de l’implémentation numérique de la méthode EXP-TTR, nous aurons
besoin d’une version régularisée, ou encore à bande limitée, du filtre. Pour cela, nous
utiliserons une fenêtre d’apodisation. Une telle méthode nécessite la connaissance de
la transformée de Fourier du filtre

e J`L .
La transformée de Fourier de

e JML � = +�Û � sera notée
f JML � = +

 ��� Ù a � e J`L Ú � = +

 � . Pour=

fixé, nous montrons ci-après qu’elle est donnée parf JML � = +�
 �ñ� º 0 � x G O ½ Û p b�� ��� 0 � � e JML � = +IÛ �� |V º � , � x �.- � ½
4 #��$4 �ï� 
 Gå�$4 u = �`��+ 
 G = �Å
 (4.20)

où
y0/ � = � est un sous-ensemble du grand cercle

y � = � :y / � = ��� y � = �01�;�4 õ y � = � = � 
 G �z4 u = �`��� N O > (4.21)

Une remarque importante que nous pouvons déjà faire à ce stade est que
y / � = ���32

lorsque
m 
 m � N O . En effet, nous avons alors � 
 Gå�$4 u = �!�l� N O pour tout vecteur4 õ y � = � . Dès lors, f J L � = +

 ���Å
 si

m 
 m � N O (4.22)

La transformée de Fourier du filtre est donc identiquement nulle à l’intérieur du do-
maine circulaire de rayon N O centré à l’origine du plan fréquentiel. Cette propriété est
valable quel que soit l’ensemble

?
considéré.

Démonstration. Pour déterminer l’expression (4.20), nous utilisons l’expression (4.17)
du filtre

e JML � = +IÛ � dans le domaine spatial. Pour tout vecteur 
 tel que 
 G = �Å
 , il vientf JML � = +

 �ñ� | º 0 � x G O ½�Û p b�� ��� 0 � � º � ½�4 #î�z4 � g �$4 GTÛ � g �z4 G = � d JML �ÝÛ G > �� |Hº � ½
4 #��$4 � g �z4 G = �Fº 0 � x G O ½ Û p b�� ��� 0 � � g �z4 GQÛ � d JML �ÝÛ G > �� | º � � x �4- � ½�4 #î�z4 � º 0 � x G O ½ Û p b�� ��� 0 � � g �z4 GTÛ � d JML �ÝÛ G > � (4.23)

où le facteur
g �$4 G = � a permis de limiter le domaine d’intégration aux vecteurs 4 tels

que 4 G = �!
 , c’est-à-dire tels que 4 õ y � = � . Pour rappel, les vecteurs > et t sont définis
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par > �!4 u = et t �Æ4 . Si l’on pose Û �£� > �)$)t , nous obtenonsf JML � = +

 �ñ� |Hº5� � x �4- � ½�4 #î�z4 �FºM» ¼h½��hºM» ¼ ½6$ p b�� ��� �87 � � E Ó�9 � � : � g �($�� d JML ����� (4.24)

� | º5� � x �4- � ½�4 #î�z4 � Ù a [ d JML Ú ��
 G > � (4.25)

D’après l’équation (4.8), l’expression de
a [ d J`L est donnée parÙ a [ d JML Ú �<; ��� � �=; � U	V si � ; �?� N O
 sinon

(4.26)

En insérant cette dernière équation dans (4.25), nous obtenons l’expression (4.20) pourf JML � = +

 � car > �!4 u = .
4.3 Géométries particulières

Nous allons à présent appliquer la méthode EXP-TTR à deux géométries particu-
lières. La première correspond à l’ensemble

?
s’identifiant à la sphère unitaire com-

plète, c’est-à-dire
? � ��� tandis que la seconde correspond à un ensemble

?
ayant la

forme d’une bande équatoriale.

Le cas de la sphère complète a déjà été étudié par Hazou [31] et Weng et al. [78].
Ces travaux proposent tous deux un algorithme du type rétroprojection des projections
filtrées, mais des approches différentes furent utilisées pour résoudre le problème de
reconstruction. Weng et al. ont dérivé un filtre de convolution dans le domaine spa-
tial tandis que Hazou a dérivé un filtre dans le domaine fréquentiel. Aucun lien ne
fut établi entre ces deux méthodes. Nous montrons ci-après que le filtre fourni par la
méthode EXP-TTR pour #��$4 ��� � et

? �ß� � est identique au filtre donné dans [78]
lorsqu’il est exprimé dans le domaine spatial et à celui donné dans [31] lorsqu’il est
exprimé dans le domaine fréquentiel. Les algorithmes FBP proposés dans [31] et [78]
sont donc mathématiquement équivalents et peuvent être vus comme des cas particu-
liers de la méthode EXP-TTR.

Pour le cas de la bande équatoriale, aucune formule d’inversion de la transformée
rayons X exponentielle n’a été proposée jusqu’à ce jour. La méthode EXP-TTR est
donc originale dans le sens où elle fournit de nouveaux résultats sur l’inversion de
cette transformée.

4.3.1 La sphère complète

Dans cette section, nous étudions le cas particulier où
? � �"� et #��$4 �¾� � pour

tout vecteur 4 . Par définition, l’ensemble � de tous les vecteurs unitaires orthogonaux à
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des grands cercles de
?

s’identifie également à ��� , c’est-à-dire � �Ü��� . En effet, pour
tout vecteur unitaire 4 õ � � , le grand cercle

y �$4 �>� ?
. La constante | apparaissant

dans l’expression du filtre de convolution est alors égale à

|A� �º+? ï ½
4 �
�Ë	W (4.27)

vu que la surface de la sphère unitaire est égale à ËZW . Dès lors, l’expression du filtre
(4.5) dans le domaine spatial deviente JML � = +IÛ �ñ� �VXW d J L � m Û m �m Û m� 8 à`á�âÊ� NPO m Û m �H� NPO m Û m â~ãåäH� NPO m Û m �� W B m Û m B (4.28)

où nous avons remplacé
d J L par son expression (4.8). L’équation (4.28) correspond au

filtre introduit par Weng et al. dans [78]. Tous les développements mathématiques me-
nés par Weng et al. étaient purement formels. Le filtre (4.28) est en effet une fonction
généralisée au sens de la théorie des distributions. Dans [78], l’expression exacte de la
transformée de Fourier de (4.28) ne fut pas déterminée et une approximation de cette
transformée fut utilisée dans l’implémentation numérique de la méthode. La méthode
EXP-TTR permet de remédier à ce problème.

Comme démontré ci-après, la méthode EXP-TTR fournit le filtre de convolution
dans le domaine fréquentiel dont l’expression est donnée parf JML � = +

 ��� � [��� + m 
 m � 8 N �O si

m 
 m � N O
 sinon
(4.29)

Ce filtre est identique à celui fourni par Hazou dans [31]. Les développements mathé-
matiques de la section précédente prouvent que (4.29) est la transformée de Fourier de
(4.28) au sens de la théorie des distributions. Il est à noter que ce filtre est indépendant
de
=

et est donc identique pour toutes les projections. Cela provient du choix #î�$4 ��� � ,
qui revient à pondérer chaque projection de la même façon.

Démonstration. Lorsque
m 
 m � N O , il a déjà été montré que

f J`L � = +

 � � 
 (voir
équation (4.22)). Seul le cas

m 
 m � N O doit encore être considéré. Le point de départ
de notre preuve est l’équation (4.20) avec #î�z4 � � � et |l�Ç� UZË	W . Soient > et t deux
vecteurs unitaires orthogonaux et perpendiculaires à

=
tels que > u t � =

. En utilisant
ces deux vecteurs, nous introduisons les angles , et � pour écrire4 � àMá�â�, > �Áâ~ãåä%,�t (4.30)4 u = � â-ãåä), > 8�àMá�â�,�t (4.31)
 � m 
 m �zà`á�âF� > ��â-ãåäA� t � (4.32)
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La figure 4.4 illustre ces nouvelles définitions. � m 
 m +��%� sont donc les coordonnées
polaires du vecteur 
 dans les axes � > +�t � . L’utilisation de ces expressions conduit à
 Gå�$4 u = ��� m 
 m â~ãåäH� , 8��%� (4.33)

,4
y / � = �#@ �

�
4 u == ��:� � �:�

t
,\. >

FIG. 4.4 – Définition des angles , et � et illustration d’une valeur possible pour ,�. .

Soit l’angle ,\. õ Ù 
�+ WØU�V Ù tel que

â-ãåä%,Ø.�� N Om 
 m (4.34)

Vu que � �Å��� , le domaine d’intégration en la variable 4 peut s’exprimer pary / � = �#@ � � y / � = �� ;Ê4 � à`á�â�, > �Áâ~ã äA,�t = ��â~ã äH� , 8��)�!���Íâ-ãåä),Ø./> (4.35)

Pour tout vecteur 
 tel que 
 G = � 
 et
m 
 m � N O , l’expression fréquentielle du filtre

(4.20) devient f J`L � = +�
 �ñ� m 
 m� W º � 5�8:9 � 1 b Ö � � _ 5�8:9 1+A ½	,v��â~ãåäH� , 8��%�`�� m 
 m� W º � 5�8:9 � 1 � � _ 5�8:9 1 A ½�,X��â-ãåäH� ,)�!�� m 
 mË	W º � b 1BA1 A ½	,Íâ-ãåä%,
� m 
 mVXW à`á�â�,Ø.� �VXW + m 
 m � 8 N �O (4.36)

qui est bien l’expression fréquentielle (4.29) du filtre de convolution.
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La figure 4.5 illustre le filtre
f JML � = +

 � pour le cas de la sphère complète. Sur cette

figure, nous avons utilisé les coordonnées cartésiennes C et D du vecteur 
 dans les
axes � > +�t � . Nous avons donc 
 �EC > �FDòt où� CÅ� m 
 m à`á�âF�D � m 
 m â-ãåäA� (4.37)

De plus, le plan de fréquences �GC"+HDÌ� a été normalisé en prenant une valeur de N O égale
à l’unité. La zone du filtre qui nous intéresse est la région proche de l’origine du plan
de fréquences. En effet, pour

m 
 mJI N O , le filtre fourni par la méthode EXP-TTR est
quasiment identique au filtre fourni par la méthode TTR ( NØO �!
 ) :f J L � = +

 ��� �VXW + m 
 m � 8 N �O á �VXW m 
 m � f O � = +

 � (4.38)

Il est à noter que, dans le cas de la sphère complète, le filtre est purement radial, c’est-
à-dire qu’il ne dépend que de la norme du vecteur 
 .

TTR � NPO � 
�� EXP-TTR � NPO ��Å
�� ou Hazou [31]
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FIG. 4.5 – Domaine fréquentiel du filtre TTR et EXP-TTR pour le cas de la sphère
complète. Le plan de fréquences KMLON5PRQ a été normalisé, c’est-à-dire SUTWVEX .
4.3.2 La bande équatoriale

Nous étudions ici un ensemble Y pour lequel aucune formule d’inversion de la
transformée rayons X exponentielle n’a encore été proposée. Cet ensemble correspond
à une bande équatoriale d’ouverture angulaire Z\[ T et peut être généré entièrement par
une union infinie de grands cercles de la sphère unitaire. Nous écrivonsY]V_^`[ acbedgfih=[ j8k lmhon%prq4st[ Tvu (4.39)

où k l est un vecteur unitaire parallèle à l’axe de symétrie de la bande équatoriale (voir
figure 4.6). À cet ensemble Y correspond l’ensemble w défini parwxV ^vy azbed�fih y j{k l ho|%} ~`p�[ T u (4.40)
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également représenté sur la figure 4.6. Les équations (4.5) et (4.40) spécifient com-
plètement le filtre de convolution dans le domaine spatial, avec un degré de liberté
contrôlé par la fonction de pondération #î�z4 � .

������������������������������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������

p s

V = O
�4

? y �$4 �

FIG. 4.6 – Bande équatoriale d’ouverture angulaire V = O . En trait plus épais, on observe
un des grands cercles

y �$4 � composant
?

.

Pour l’étude du filtre dans le domaine fréquentiel, nous choisissons la réalisation
de
f JML � = +�
 � correspondant à #��$4 �l� � . Comme démontré ci-après, son expression

est donnée par

f J`L � = +

 ��� "$ %
m 
 mË	W �1�A8�àMá�â = O � *��$�'+-,Ø.'+-,/0~� si

m 
 m � N O
 sinon
(4.41)

où les angles � et ,\. sont définis comme à la section précédente (voir équations (4.32)
et (4.34)). L’angle ,v0 est défini par

à`á�â�,/0�� à`á�â = Oâ~ã ä = (4.42)

où
=

est l’angle polaire du vecteur
=

mesuré par rapport à p s . La fonction *��$�'+-,\.'+-,/01�
est donnée à la table 4.1 et présente la propriété de symétrie suivante : *��$�'+-,�.'+-,/0~���*��18'�C+-,Ø.'+-,/0-���Å*��z�ì� W +-,Ø.C+1,v01� . Sa connaissance pour � õ Ù 
�+ WØU�V Ú suffit.

Démonstration. Il a déjà été démontré que
f JML � = +�
 ��� 
 lorsque

m 
 m � N O (voir
équation (4.22)). Nous n’envisageons donc plus que le cas

m 
 m ë N O . Le choix #î�$4 ���� conduit à la valeur de la constante | suivante

|�� �º � ½
4 � �Ë	W �1��8�àMá�â = O � (4.43)
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*��$�'+-,Ø.'+-,/0-� ,v0p��,Ø. ,Ø. ëÍ,v0��� � � 8 ,/0\8 ,Ø. ,v0p� � � ���ò8 ,Ø.,/0%ë � � ���ò8 ,Ø. V â-ãåä),/0%à`á�âF�à`á�â�,Ø. �Áâ~ã ä(� ,/0P�Á�%�� � 8 ,/0/8 ,Ø. u � et� � � � 8¡� ,/0\8 ,Ø.�� ,v0p� � � ���ò8 ,Ø.,/0%ë � � ���ò8 ,Ø. à`á	âF,Ø.o��â~ã ä(� ,/0/8 �%�V à`á�âK,Ø.� � 8¡� ,v0\8 ,Ø. ��u � � � � V àMá�â�,Ø.C8V â-ãåäA� à`á	âF,/0 

TAB. 4.1 – Définition de la fonction *��$�'+-,/.'+-,/0-� . Cette table est valable uniquement
pour 
ïu � u WØU�V et

m 
 m � N O .
car la surface de la bande équatoriale d’ouverture angulaire V = O est égale à Ë	W ����8à`á	â = O � . Comme à la section précédente, nous introduisons deux vecteurs unitaires or-
thogonaux > et t tels que > u t � =

et les angles , et � tels que4 � àMá�â�, > �Áâ~ãåä%,�t (4.44)4 u = � â-ãåä), > 8�àMá�â�,�t (4.45)
 � m 
 m �zà`á�âF� > ��â-ãåäA� t � (4.46)

Avec ces notations, nous pouvons écrire
 Gå�$4 u = ��� m 
 m â~ãåäH� , 8��%� (4.47)

et y / � = ��� ;Ê4 � àMá�âK, > ��â-ãåä),�t = ��â-ãåäP� , 8ò�%�`���óâ~ã ä%,\./> (4.48)

où nous avons à nouveau défini l’angle ,v. õ Ù 
�+ WØU	V Ù parâ-ãåä%,Ø.�� N Om 
 m (4.49)

Afin d’adapter l’expression (4.20) du filtre au cas de la bande équatoriale, notons quey / � = �#@ � � y / � = �#@ò� y � = �#@ � � (4.50)

La figure 4.7 illustre l’ensemble
y � = �O@ � . Cette région est composée de deux arcs

d’ouverture angulaire V ,�0 diamétralement opposés. Il est pratique de choisir les vec-
teurs > et t selon les axes de symétrie de l’ensemble

y � = ��@ � comme montré à la
figure 4.7b. Le vecteur > est par conséquent inclus dans le plan passant par l’origine et
perpendiculaire à p s . Nous définissons alors l’angle ,�0 par

à`á�â�,/0�� à`á�â = Oâ~ã ä = (4.51)

où
=

est l’angle polaire du vecteur
=

mesuré par rapport à la direction p s (voir figure
4.7c). Étant données ces nouvelles définitions, nous pouvons écrirey � = �#@ � � ;Ê4 �Æà`á�â�, > �Áâ~ãåä),�t = ��â~ã ä),��Y�Íà`á	â�,v0	> (4.52)
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FIG. 4.7 – Illustration de l’ensemble
y � = ��@ � . (a) Vue en perspective. (b) Vue dans le

plan du grand cercle
y � = � . (c) Vue de profil du grand cercle

y � = � .



74 4.3. GÉOMÉTRIES PARTICULIÈRES

Dès lors, l’utilisation des équations (4.43), (4.47), (4.48) et (4.52) dans l’expression
(4.20) fournit f J L � = +IÛ ��� m 
 m� W �1�A8�àMá�â = O � ºB� ½	,*� â~ã ä(� , 8��)�!� (4.53)

où l’ensemble d’intégration � est donné par

� � � , õ Ù 
�+ VÊW Ù = � â~ã ä(� , 8��)�!�
ë â-ãåä%,Ø.� â-ãåä%,��Y�ÍàMá�â�,/0 � (4.54)

L’expression du filtre peut encore s’écriref J L � = +

 ��� m 
 mË	W �1��8òà`á	â = O � *��z�C+-,Ø.'+-,/01� (4.55)

où nous avons défini la fonction *��z�C+-,/.'+-,/01� par

*��$�'+-,Ø.C+1,v01��� �V º+� ½	, � â-ãåä(� , 8��)�!� (4.56)

A l’annexe B.2, nous montrons que la fonction *��$�'+-,v.'+-,/0-� n’a besoin d’être connue
que pour � õ Ù 
�+ WØU�V Ú . En effet, les relations suivantes*��z�C+-,Ø.'+-,/0-���Å*���8C�'+-,Ø.'+-,/01��� *��z�ì� W +-,Ø.C+1,v0-� (4.57)

sont toujours vérifiées. Le calcul de l’intégrale (4.56) définissant * est mené à l’annexe
B.2 et fournit les résultats de la table 4.1.

Deux remarques importantes peuvent être faites à propos de la forme du filtref JML � = +

 � dans le cas de la bande équatoriale. Tout d’abord, de par son expression,
il ne dépend que de l’angle polaire

=
du vecteur

=
. Toutes les projections parallèles

exponentielles dont la direction
=

présente le même angle avec le vecteur p s sont donc
convoluées par le même filtre. Ensuite, vu la relation (4.57), le filtre

f JML � = +

 � est
symétrique par rapport aux directions > et t , c’est-à-diref JML � = +�C > �gDÁt ��� f J`L � = +�8iC > ��Dòt ��� f JML � = +�C > 8�DÁt ��� f JML � = +�8iC > 8�DÁt �

(4.58)
où C et D sont les coordonnées cartésiennes du vecteur 
 dans les axes � > +�t � :� CÅ� m 
 m à`á�âF�D � m 
 m â-ãåäA� (4.59)

Les figures 4.8, 4.9 et 4.10 fournissent le graphe de la fonction
f JML � = +�C > ��Dòt � pour= O � ��
	� , = O � Ë 
	� et

= O �Aý	
�� respectivement. À nouveau, le plan de fréquences�GC"+HDÌ� a été normalisé en choisissant N O � � . De plus, vu que le filtre est symétrique,
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seul le premier quadrant du plan fréquentiel ( C � 
 et Dì�ó
 ) a été traité.

L’observation de ces trois figures nous apprend que, quelle que soit l’ouverture
angulaire de la bande équatoriale, la valeur du filtre (pour n’importe quelle valeur du
couple �MC)+�Dl� ) est d’autant plus faible que la direction

=
s’approche de la frontière

de l’ensemble
?

. Le calcul montre d’ailleurs que le filtre est identiquement nul pour= � WØU�V � = O , c’est-à-dire sur la frontière même. Ensuite, dans le cas du filtre EXP-
TTR, notons l’existence d’une zone du plan fréquentiel (hormis la zone délimitée par
le cercle de rayon N O ) où le filtre est identiquement nul. On voit en effet apparaître une
bande rappelant le comportement du filtre

d JML utilisé pour inverser la transformée de
Radon exponentielle avec atténuation constante.

4.4 Vérification de la méthode

Nous proposons ici de montrer que la méthode EXP-TTR fournit des images de
bonne qualité. La formule de reconstruction (4.3) a été testée sur des données simulées
à partir d’un fantôme 3D simplifié du cœur composé de trois ellipsoïdes. Une des-
cription complète de ce fantôme est donnée à l’annexe C.1. Il doit être clair que cette
section porte exclusivement sur la vérification de la méthode d’inversion. Les données
de simulation correspondent à un jeu de projections parallèles exponentielles idéales,
c’est-à-dire calculées de manière analytique sur base des définitions des ellipsoïdes
constituant le fantôme.

Dans cette étude, nous nous limitons à l’étude de la bande équatoriale pour trois
ouvertures angulaires différentes correspondant à

= O ����
�� (sphère complète), ��
�� ,��
�� . Pour chacune de ces trois géométries, nous montrons des résultats correspondant
à l’utilisation de la méthode EXP-TTR aux cas N(O �!
 et NSO ��!
 .
4.4.1 Détails d’implémentation

La reconstruction d’une fonction tridimensionnelle
�

à partir de la formule (4.3)
peut être implémentée de la manière suivante :à Étape 1. Filtrer chaque projection parallèle exponentielle D�J L � = +IÛ � conformément
aux formules (4.4) et (4.5).à Étape 2. Rétroprojeter les projections filtrées

� J`L � = +�Û � selon la formule (4.3).

Avant de passer en revue l’implémentation des différentes étapes intervenant dans
le processus de reconstruction, nous montrons comment nous avons paramétré les pro-
jections DKJML � = +IÛ � dans le système d’axes de référence � p q + p r + p s � .
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FIG. 4.8 – Domaine fréquentiel du filtre TTR et EXP-TTR pour la bande équatoriale
d’ouverture angulaire Zv[ T où [ T V X+�`� . Le plan fréquentiel KMLON5P�Q a été normalisé
( S T V�X ).
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FIG. 4.9 – Domaine fréquentiel du filtre filtre TTR et EXP-TTR pour la bande équato-
riale d’ouverture angulaire Zv[ T où [ T V¥¤�� � . Le plan fréquentiel K¦L§NHPRQ a été normalisé
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FIG. 4.10 – Domaine fréquentiel du filtre TTR et EXP-TTR pour la bande équatoriale
d’ouverture angulaire Zv[ T où [ T V3©v�`� . Le plan de fréquence K¦LON5PRQ a été normalisé
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Dans le plan
wCx

de chaque projection, nous introduisons deux vecteurs unitaires
perpendiculaires > et t . De plus, nous utilisons les coordonnées sphériques �¦ª�+ = � pour
écrire = ���$â~ã ä = àMá�â«ª"+�â-ãåä = â~ã ä¬ª"+�à`á	â = � (4.60)> � �18 â-ãåä¬ª"+�àMá�â«ª"+�
�� (4.61)t ����8 à`á�â = à`á	â«ª"+�8 àMá�â = â~ãåä¬ª"+~â~ãåä = � (4.62)

où ª õ Ù 
�+ VÊW Ù , = õ Ù WØU�V 8 = O + WØU�V � = O Ú et
= O est la demi-ouverture angulaire de la

bande équatoriale. Le vecteur > est donc choisi dans le plan � p q + p r � . La figure 4.11
illustre l’utilisation des coordonnées sphériques. Les projections parallèles exponen-
tielles peuvent alors s’écrire sous la formeDKJ`L � = +�Û �£� > �)$ t ���!º�» ¼¾½�¿ � ��� > �)$ t �Á¿ = � p J`L Õ (4.63)

Pour rappel, quel que soit
= O , l’axe de symétrie de la bande équatoriale est orienté selon

le vecteur p s . p s

p q
p rª

� =$=w'x >t

FIG. 4.11 – Illustration des coordonnées sphériques utilisées pour paramétrer les
projections parallèles exponentielles. La droite apparaissant sur la figure, d’équation< �£� > �&$ t ��¿ = , représente une des droites sur lesquelles la fonction

�
est intégrée.

Implémentation de l’étape 1

La première étape consiste à réaliser une convolution bidimensionnelle de chaque
projection DKJ`L � = +
� > �­$ t � avec le filtre adéquat

e J`L � = +�� > �­$ t � . Remarquons que
les développements théoriques ont montré que, quel que soit

= O , l’expression
e J`L du

filtre est indépendante de la variable ª . Supposons à présent que les projections soient
connues sur une grille de � 7 u � 9 points telle que��� � +	$Ìíå������� O � d �j�(+	$ O � îz�>$��Ð+ d �Å
�+�G�G�GÐ+Ê�k� 7 8æ�Ê� et îH�Å
�+`G�G�GÐ+Ê�k� 9 8 �Ê� (4.64)
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où �ï� (respectivement �>$ ) est le pas d’échantillonnage de chaque projection dans la
direction > (respectivement t ) et où � O et $ O sont choisis de telle sorte que la grille soit
centrée à l’origine du plan ���(+	$�� . Nous discrétisons alors la convolution (4.4) suivant
la formule � J`L � = +
� � > �)$�í t �
á �j� �>$ �¯® b [F� ^ G O �¯° b [Fí ^ G O D�J L � = +
� � ^ > �&$Ìí ^ t � e äJ`L � = +Ê��� � 8 � � ^ � > �!��$ÌíK8±$Ìí ^ �-t � (4.65)

pour
d � 
�+�G�G�GM+Ê�k� 7 8 ��� et î ��
�+�G�G`GM+Ê�$� 9 8 �Ê� . Dans cette dernière équation, la

fonction
e äJ`L est une version à bande limitée du filtre

e JML . Faisant l’hypothèse que�ï� �Å�>$ , nous utilisons la version régularisée suivantee äJ L � = +�� > ��$ t ��� º+² ³ ï Ó¯´ ï ¤ [ � � �6æ 7 � ½�C ½oD f JML � = +�C > �JDÌt � �"�Áà`á�â�µ VÊW �ï� 7 C � �FD �	¶V
(4.66)

où, pour rappel,
f J L � = +�
 � � Ù a � e J L Ú � = +

 � , et où nous avons opté pour une fenêtre

d’apodisation de Hanning �1���óàMá�â W ¿-� U�V de forme circulaire dans le plan fréquentiel�GC"+HDÌ� . Notons que, pour le calcul numérique des échantillons de
e JML � = +
� > �·$ t � , nous

avons utilisé la méthode de Stearns et al. [68]. La convolution discrète (4.65) est alors
calculée par un algorithme de transformée de Fourier 2D rapide. Dès lors, si � 7 � � 9 ,le nombre d’opérations nécessaires par projection est proportionnel à �ì�7 ¦ áfç�� 7 .

Implémentation de l’étape 2

Cette étape de la reconstruction est relativement commune en tomographie. Nous
avons échantillonné la bande équatoriale, ensemble des directions

=
pour lesquelles les

projections parallèles exponentielles sont connues, en utilisant les coordonnées sphé-
riques de la manière suivanteª � � d �¸ª"+ �¸ª � VXWØU ��¹�+ d �!
�+�G�G�GM+Ê�k��¹98Í��� (4.67)= í�� Ò W V 8 = O Ö � � =V �0î	� = + � = � V = OÐU � x +ÉîH�!
�+�G�G�GM+Ê�k� x 8ó�Ê� (4.68)

où �¸ª et � = sont les pas d’échantillonnage en ª et
=

respectivement et, où �º¹ et � x
sont les nombres d’échantillons en ª et

=
respectivement. Cela conduit aux notations

suivantes = � í ���$â~ã ä = íHà`á�â«ª � +�â-ãåä = íHâ-ãåä»ª � +�à`á�â = í � (4.69)> � í ���18æâ~ãåä¬ª � +�àMá�â«ª � +�
�� pour tout îH�Å
�+�G�G�GM+Ê�k� x 8 �Ê� (4.70)t � í �ß��8 à`á�â = íHàMá�â«ª � +�8 àMá�â = íHâ~ã ä»ª � +�â-ãåä = íå� (4.71)

La reconstruction de la fonction tridimensionnelle
�

en un point < s’obtient en utilisant
la formule (4.3) que nous avons discrétisée de la manière suivante� � < � á �¼ªî� = ��½ b [F�	G O � è b [F í G O p b J`L q � x �<¾�� JML � = � í +Ê� < G > � í � > � í �!� < GÈt � í �-t � í �%â~ãåä = í (4.72)
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où â~ã ä = í est le jacobien des coordonnées sphériques. Si l’image
�

est reconstruite sur
une grille de � q u � r u � s voxels, le nombre d’opérations nécessaires pour réaliser
l’étape 2 est proportionnel à � q � r � s �R¹�� x .

Étant données �¿¹ u � x projections, l’étape 1 (filtrage des projections) comporte un
nombre d’opérations proportionnel à �¿¹�� x � �7 ¦ áJç�� 7 . Dès lors, si � 7 � � 9 á � q �� r � � s á �R¹ á � x �*ë , le nombre d’opérations pour reconstruire l’image

�
par

la méthode EXP-TTR est de l’ordre de ë ­ .
4.4.2 Reconstructions

Pour nos simulations, l’image
�

est discrétisée sur une grille cubique, centrée à
l’origine du référentiel � p q + p r + p s � , composée de � q u � r u � s voxels cubiques de
dimensions � <Àu �î� u � : , où � q � � r � � s � ��
�
 et � < � �î�Å� � : ���GTÉ mm. Nous considérons donc un volume de reconstruction cubique de dimensions�ÊÉ	
 mm u �ÊÉ	
 mm u �ÊÉZ
 mm.

Pour tester la méthode EXP-TTR, nous avons simulé des projections parallèles ex-
ponentielles présentant un coefficient d’atténuation constant égal à N\O � 
 et NPO �
�GÈ
 V mm

b [
. Quelle que soit la géométrie étudiée (c’est-à-dire la valeur de

= O ), les pro-
jections ont été échantillonnées sur une grille carrée, centrée à l’origine du plan ���(+	$�� ,
composée de � 7 u � 9 pixels carrés de dimensions �ï� u �>$ , avec � 7 � � 9 �Ç��
	

et �ï� � �>$ �Ç��GQÉ mm. Les directions

=
des projections sont échantillonnées unifor-

mément sur la bande équatoriale avec un pas angulaire de � � aussi bien selon ª que
=
.

La table 4.2 donne les nombres d’échantillons utilisés pour chacune des trois valeurs
de
= O considérées. = O �R¹ � x��
�� 120 60��
�� 120 40��
 � 120 20

TAB. 4.2 – Nombre d’échantillons en ª et
=

utilisés pour tester la méthode EXP-TTR.

Les figures 4.12, 4.13 et 4.14 montrent les résultats de reconstruction de la méthode
EXP-TTR pour

= O �*��
��`+��	
�� et �	
�� respectivement, pour NHO �Å
 et NPO �!
�GT
 V mm
b [

.
La qualité de ces reconstructions montre bien l’exactitude de notre algorithme.

4.4.3 Fonctions de transfert

Nous étudions à présent le comportement fréquentiel de notre algorithme en pré-
sentant les fonctions de transfert locales correspondant aux trois directions principales
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FIG. 4.12 – Résultats de reconstruction pour À\Á»ÂEÃ �`Ä . 1ère ligne : fantôme discrétisé
idéal. 2ème ligne : méthode EXP-TTR avec Å0Á»Â �

. 3ème ligne : méthode EXP-TTR
avec Å#Á§Â �ÇÆ8��È

mm É¯Ê .
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FIG. 4.13 – Résultats de reconstruction pour À\Á»ÂEË �`Ä . 1ère ligne : fantôme discrétisé
idéal. 2ème ligne : méthode EXP-TTR avec Å0Á»Â �

. 3ème ligne : méthode EXP-TTR
avec Å#Á§Â �ÇÆ8��È

mm É¯Ê .
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FIG. 4.14 – Résultats de reconstruction pour À\Á»ÂEÌ �`Ä . 1ère ligne : fantôme discrétisé
idéal. 2ème ligne : méthode EXP-TTR avec Å0Á»Â �

. 3ème ligne : méthode EXP-TTR
avec Å#Á§Â �ÇÆ8��È

mm É¯Ê .
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p q , p r , p s pour le point �$
�+�
�+�
�� de
2 3 B

. Les définitions et détails de calcul de ces fonc-
tions sont donnés à l’annexe C.2. Six groupes de fonctions de transfert correspondant à
des configurations différentes sont présentés à la figure 4.15. Remarquons que, pour le
calcul des MTF, la gaussienne a été reconstruite avec les mêmes paramètres que ceux
utilisés pour reconstruire le fantôme du cœur, et cela pour les 6 reconstructions réali-
sées. Nous observons tout d’abord que, quels que soient le coefficient d’atténuation N/O
et la demi-ouverture angulaire

= O de la bande équatoriale, les fonctions MTF q et MTF r
sont identiques. La résolution spatiale est donc uniforme dans les plans perpendicu-
laires à p s .

Dans le cas de la sphère complète (
= O �Í�	
 � ), les trois fonctions de transfert sont

assez semblables pour les basses fréquences ( 
 � 
�GÈ� ), ce qui indique une résolution
spatiale assez uniforme dans les trois directions principales. Cela était assez prévisible
vu la forme de l’ensemble

?
. Pour les plus hautes fréquences, la fonction MTF s est as-

sez différente de MTF q � MTF r . Cela provient peut-être du fait que les coordonnées
sphériques ne réalisent pas un échantillonnage uniforme de la sphère unitaire complète.

Pour la bande équatoriale (
= O �Å��
	� et

= O �!��
�� ), les fonctions MTF s et MTF q ( �
MTF r ) sont d’autant plus différentes que l’ouverture angulaire de la bande équatoriale
est faible. Plus celle-ci diminue, plus on accentue le caractère axial de la géométrie
d’acquisition. Il est donc assez logique que la résolution spatiale soit différente dans la
direction p s par rapport aux directions perpendiculaires à p s .
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NPO �!
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 V mm
b [
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FIG. 4.15 – Fonctions de transfert locales de l’algorithme correspondant au point�k
�+�
�+�
�� de
2 3CB

.



Chapitre 5

Synthèse de projections parallèles
exponentielles

Étant donné un ensemble de projections parallèles exponentielles correspondant à
un ensemble

?
de directions de la sphère unitaire, nous montrons dans ce chapitre com-

ment calculer –nous dirons synthétiser– des projections parallèles exponentielles dont
les directions n’appartiennent pas à

?
. Ce résultat permet de transformer le problème

compliqué de l’inversion de la transformée rayons X exponentielle correspondant à un
ensemble

?
complexe en un problème plus simple, en transformant les données sur

?
en données sur un ensemble

Y?
plus simple comme un grand cercle de la sphère unitaire

(figure 5.1).

Les résultats décrits dans ce chapitre sont originaux et font, en partie, l’objet d’un
article [73] présenté à la conférence “6th International Meeting on Fully 3D Image
Reconstruction in Radiology and Nuclear Medicine”, ainsi que d’un article [74] paru
dans le journal “Physics in Medicine and Biology”.

���

?
Ñ?

FIG. 5.1 – Illustration d’ensembles
?

(trait plein) et
Y?

(trait en pointillé).

87
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5.1 Algorithme de synthèse

5.1.1 Hypothèses de travail

Supposons que les projections parallèles exponentiellesD�J L � = +IÛ ��� º`» ¼ ½�¿ � �kÛ ��¿ = � p JML Õ + Û G = �Å
 (5.1)

soient connues sur un ensemble
?

de directions correspondant à une courbe sur la
sphère unitaire. Dans ce chapitre, nous considérons un ensemble

?
pour lequel il existe

– une fonction Ò���÷
� réelle, définie sur
2 3

, continue, VXW -périodique, telle que Ò���÷
� õÚ 
�+ WØU�V Ú pour tout ÷ õ Ù 
�+ VXW Ù , et
– trois vecteurs unitaires ' O , õ O et } O constituant une base orthogonale de

2 3 B
,

tels que tout vecteur
=

de
?

peut s’écrire sous la forme= �!à`á	â¯Ò���÷
��' O ��â~ã äWÒ���÷��H�$à`á	â ÷ õ O �Áâ~ã ä�÷v} O � (5.2)

où les angles ��÷K+rÒ���÷
�-� sont les coordonnées sphériques du vecteur
=

dans le système
d’axes ��' O +�õ O +~} O � . L’ensemble

?
que nous traitons dans ce chapitre est donc une

courbe fermée sur la sphère unitaire. Nous dirons que le quadruplet ��' O +
õ O +~} O +	Ò��\÷
�~�
est une représentation de la courbe

?
(figure 5.2). Cette représentation n’est pas unique.

�v� ? ' O Ò���÷
�=
} Oõ O ÷

FIG. 5.2 – Représentation ��' O +�õ O +~} O +	Ò���÷��~� de la courbe
?

.

D’après la définition de la fonction Ò���÷
� , la trajectoire
?

est complètement incluse
dans une demi-sphère unitaire1. Un cas limite d’ensemble

?
tel qu’envisagé dans ce

chapitre est un grand cercle de la sphère unitaire. Considérons le grand cercle
y �z4 �

orthogonal à un vecteur 4 õ ��� . Si on choisit ' O � 4 et ��õ O +-} O � comme étant deux
vecteurs unitaires orthogonaux entre eux et perpendiculaires à 4 , tout vecteur

=
de
y �$4 �

peut se mettre sous la forme (5.2) où Ò���÷���� WØU�V pour ÷ õ Ù 
�+ VXW Ù .
1Soit " un vecteur unitaire de ��� . La demi-sphère unitaire, relative à " , est l’ensemble des vecteurs

unitaires é de ��� tels que é Ó " ÔgÕ . On peut ainsi définir une demi-sphère unitaire pour tout vecteur "
de �F� .
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5.1.2 Objectif

Dans un premier temps, nous allons définir les notions d’intérieur et d’intérieur
convexe de l’ensemble

?
. Ensuite, nous énoncerons le théorème de synthèse de pro-

jections parallèles exponentielles.

Étant donnée une représentation ( ' O +�õ O +~} O +	Ò���÷�� ) de
?

, nous appelons intérieur de?
l’ensemble des vecteurs de ��� défini par� � �*q < �Æà`á�â¯Ò q ' O �Áâ~ã äWÒ q �$àMá�âs÷ q õ O ��â-ãåäD÷ q } O � õ � � = < GË' O �ÍàMá�â¯Ò���÷ q �ér (5.3)��÷ q +	Ò q � sont les coordonnées sphériques d’un point < de ��� dans les axes ( ' O +
õ O +-} O ).

Remarquons que l’intérieur de
?

est un ensemble ouvert car ne contenant pas sa fron-
tière

?
. Elle correspond à la région de ��� délimitée par

?
et dont la surface est infé-

rieure ou égale à VXW . L’égalité a lieu dans l’unique cas où
?

est un grand cercle. Notons
que l’intérieur de

?
est indépendant de la représentation utilisée pour

?
.

Nous appelons intérieur convexe de
?

, et le notons
���� , l’ensemble des vecteurs

unitaires < de l’intérieur de
?

tels que tout grand cercle de ��� passant par < ren-
contre

?
en deux points exactement. La figure 5.3 illustre les notions d’intérieur et

d’intérieur convexe.

Ö�Ö�Ö�ÖÖ�Ö�Ö�ÖÖ�Ö�Ö�ÖÖ�Ö�Ö�Ö
×�×�××�×�××�×�××�×�×

Ø�Ø�Ø�Ø�Ø�ØØ�Ø�Ø�Ø�Ø�ØØ�Ø�Ø�Ø�Ø�ØØ�Ø�Ø�Ø�Ø�ØØ�Ø�Ø�Ø�Ø�ØØ�Ø�Ø�Ø�Ø�Ø
Ù�Ù�Ù�Ù�Ù�ÙÙ�Ù�Ù�Ù�Ù�ÙÙ�Ù�Ù�Ù�Ù�ÙÙ�Ù�Ù�Ù�Ù�ÙÙ�Ù�Ù�Ù�Ù�ÙÙ�Ù�Ù�Ù�Ù�Ù�v� �v�

?

(a) (b)

t ' t' ?

FIG. 5.3 – Illustration des notions d’intérieur et d’intérieur convexe de
?

. La zone
hachurée de ��� représente l’intérieur de

?
; ' est un vecteur unitaire de l’intérieur de?

. (a) L’intérieur de
?

est ici égal à l’intérieur convexe de
?

. (b) L’intérieur convexe
de
?

est un sous-ensemble (non représenté sur la figure) de l’intérieur de
?

; certains
grands cercles passant par le point ' rencontrent

?
en plus de deux points.

Nous pouvons à présent donner un énoncé clair du théorème qui est à la base de
notre méthode de synthèse de projections parallèles exponentielles :

Soit un ensemble de projections parallèles exponentielles D�JML � = +IÛ � don-
nées sur

?
. Pour tout vecteur unitaire ' appartenant à l’intérieur convexe
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de
?

, il est possible de calculer la projectionDKJ ð ��' +IÛ ��� º`» ¼ ½�¿ � �ÝÛ �Á¿å' � p J ð Õ + Û GË' �Å
 (5.4)

où le coefficient d’atténuation Nv[ peut être choisi dans
2 3

.

Afin de démontrer et d’exposer clairement ce théorème, plusieurs définitions doivent
être introduites.

5.1.3 Définitions

Soient un vecteur unitaire ' appartenant à l’intérieur convexe de
?

et
y ��' � le grand

cercle de � � orthogonal à ' . Sur ce cercle, nous introduisons quatre vecteurs unitaires> , t , Ú et Ú Þ de la manière suivante : les deux vecteurs > et t sont choisis de manière
arbitraire de telle sorte qu’ils soient perpendiculaires entre eux et tels que t u > � ' ,
tandis que Ú Þ � à`á�âÛÚ > ��â-ãåä¬Úht (5.5)Ú � 8 â~ã ä¬Ú > ��àMá�â«Úht (5.6)

où Ú est un paramètre réel appartenant à l’intervalle
Ù 
�+ VXW Ù . La figure 5.4 illustre ces

différents vecteurs.

Ü�Ü�Ü�Ü�ÜÜ�Ü�Ü�Ü�ÜÜ�Ü�Ü�Ü�ÜÜ�Ü�Ü�Ü�Ü
Ý�Ý�Ý�Ý�ÝÝ�Ý�Ý�Ý�ÝÝ�Ý�Ý�Ý�ÝÝ�Ý�Ý�Ý�Ý

Þ
ß

à
¿ ø Ú ÷ à ü

á ÷ ¿ ü
ø â

à ã
à â á ÷ à â�ü

FIG. 5.4 – Illustration des différents vecteurs apparaissant dans la méthode de synthèse
de projections parallèles exponentielles.

Par définition de l’intérieur convexe de
?

, le grand cercle
y �<Ú Þ � orthogonal à Ú Þ ,

passant donc par le point ' , rencontre
?

en deux points exactement. Nous ne considé-
rons que le point

=
de la sphère unitaire donné par= � à`á	â�� �¦Ú���' ��â-ãåäA� �¦Ú��¯Ú (5.7)



CHAPITRE 5. SYNTHÈSE DE PROJECTIONS PARALLÈLES EXPONENTIELLES 91

pour lequel l’angle �h�<ÚS� se trouve dans le premier ou le second quadrant du système
d’axes ��' +HÚ � . Les hypothèses faites sur

?
permettent de déduire que �h�<ÚS� est une

fonction réelle, définie sur
2 3

, continue, VXW -périodique et telle que � �¦Ú�� õ Ú 
�+ W Ù pour2

toute valeur de Ú õ Ù 
�+ VXW Ù . La fonction �h�<ÚS� est entièrement déterminée par le contour?
qui est connu. Nous introduisons finalement le vecteur= Þ � Ú Þ u =� 8æâ~ãåä�� �¦Ú���' ��àMá�âF�h�<ÚS�¯Ú (5.8)

Avant de décrire l’algorithme de synthèse de projections parallèles exponentielles,
nous insistons sur deux choses qu’il est important de garder à l’esprit pour la suite :

– Pour tout vecteur
=

fixé sur
?

, les vecteurs �¦Ú Þ + = Þ � sont perpendiculaires à
=

et
constituent une base orthonormée du plan de la projection D�J`L � = +IÛ � .

– Les vecteurs � > +�t � sont perpendiculaires à ' et constituent une base orthonormée
du plan de la projection DFJ ð ��' +IÛ � . Enfin, l’angle Ú est un angle polaire dans le
plan

w N .
5.1.4 Méthode de synthèse

Comme montré ci-après, le calcul de la projection parallèle exponentielle D�J ð ��' +IÛ �par la méthode de synthèse de projections parallèles exponentielles est réalisé en deux
étapes :

1. Calcul de la transformée de Radon exponentielle
Ù ^ J ï DKJ ð ��' +`GQ� Ú �<ÚØ+	î$� de la pro-

jection DKJ ð ��' +IÛ � avec atténuation N � �¦Ú�� dépendant de l’angle. Ce calcul s’ef-
fectue par intégration dans le plan de chaque projection D�J L � = +�Û � connue pour= õ ? . La fonction N � �¦Ú�� , définie ci-après, est imposée par le choix de Nv[ et la
forme de la fonction � �¦Ú�� .

2. Reconstruction de la projection D�J ð ��' +IÛ � par utilisation de la formule FBP d’in-
version de la transformée de Radon exponentielle avec atténuation dépendant de
l’angle (section 2.2.2),

Nous allons à présent détailler les deux étapes de la méthode de synthèse de projections
parallèles exponentielles.

Première étape

Pour ' fixé, la projection DFJ ð ��' +IÛ � est une fonction bidimensionnelle en la variableÛ dont on peut calculer la transformée de Radon exponentielle. Soit le coefficient d’at-
ténuation N � �<ÚS� donné par N � �¦ÚS��� NPO 8 N\[ àMá�âF� �¦ÚS�â-ãåäA� �¦Ú�� (5.9)

2Vu que ¿ n’appartient pas à ã , la fonction Ú ÷ à ü ne peut s’annuler. De plus, comme ã est complè-
tement inclus dans une demi-sphère, Ú ÷ à ü est toujours inférieure à � .
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pour Ú õ Ù 
�+ VXW Ù . La transformée de Radon exponentielle de D�J ð ��' +IÛ � avec atténuationN � �<ÚS� est définie parÙ ^ J ï DKJ ð ��' +�GT� Ú �¦Ú(+	î$��� º ÓFÔb Ô ½ Û D�J ð ��' +
î<Ú Þ �óÛBÚ � p J ï � � � 0 (5.10)

À partir des projections parallèles exponentielles D�J`L � = +IÛ � connues pour
= õ ?

,
nous montrons ci-après qu’il est possible de calculer la fonction

Ù ^ J ï DKJ ð ��' +�GT� Ú �¦ÚØ+
îk�en utilisant la formuleÙ ^ J ï DKJ ð ��' +�GT� Ú �¦Ú(+	î$���Üº ÓFÔb Ô ½�¿ D�J`L � = +	î�Ú Þ ��¿ = Þ � p J � � � � Õ (5.11)

où le coefficient d’atténuation N(] �<ÚS� est défini sur
Ù 
�+ VXW Ù parNP] �<ÚS��� NPO àMá�âF�h�<ÚS�/8 NØ[â-ãåä�� �¦ÚS� (5.12)

La formule (5.11) est valable pour tout couple �¦Ú(+	î$� õ Ù 
�+ VXW Ù u 2 3 . Le membre de
droite de (5.11) constitue un échantillon de la transformée de Radon exponentielle
(avec atténuation NH] �<ÚS� dépendant de l’angle) de la projection D�JML � = +IÛ � . La formule
(5.11) nous apprend que pour calculer une projection exponentielle de Radon de la
projection DFJ ð ��' +IÛ � , il suffit d’intégrer dans le plan d’une des projections D�JML � = +IÛ �
selon des droites parallèles de direction

= Þ
. La figure 5.5 illustre la situation. En appli-

quant la formule (5.11) pour tout point
=

de
?

, nous obtenons la transformée de Radon
exponentielle de DFJ ð ��' +IÛ � pour tout couple �¦Ú(+	î$� õ Ù 
�+ VXW Ù u 2 3 .

Démonstration. Afin de prouver la relation (5.11), nous partons de son membre de
droite que nous notons

� �¦ÚØ+
îk� . En utilisant le formalisme de la théorie des distributions,
nous pouvons encore écrire� �<ÚØ+	î$�v� º 0 � x G O ½�Û DKJML � = +IÛ � p J � � � � 0 � x � g ��îS8ÁÛ G8Ú Þ � (5.13)

De plus, nous utilisons l’impulsion
g � de Dirac 2D pour décrire la projection D�J`L � = +�Û � :DKJML � = +IÛ ��� º » ¼ w ½ < � � < � p J L x � q g � �kÛ 8 � < 8 � < G = � = �~��+ Û G = �!
 (5.14)

où � < 8 � < G = � = � est la projection orthogonale du point < sur le plan
w¾x

. En introduisant
(5.14) dans (5.13), nous obtenons� �¦Ú(+	î$��� º 0 � x G O ½ Û p J � � � � 0 � x � g ��îS8ÁÛ G8Ú Þ ��º » ¼?w ½ < � � < � p J`L x � q g � �kÛ 8 � < 8 � < G = � = �-�

� º » ¼�w ½ < � � < � p J`L x � q º 0 � x G O ½ Û p J � � � � 0 � x � g ��îS8ÁÛ G8Ú Þ � g � �ÝÛ 8 � < 8 � < G = � = �~�
� º`» ¼�w ½ < � � < � p q � � JML x Ó J � � � � x � � g ��î�8 < G8Ú Þ � (5.15)



CHAPITRE 5. SYNTHÈSE DE PROJECTIONS PARALLÈLES EXPONENTIELLES 93

î�Ú Þ� � =¿ = Þ= Þ

� �¦Ú��Ú
Ú

Ú Þt
> '

w'x

FIG. 5.5 – Illustration de la méthode de synthèse : intégration dans le plan de la pro-
jection DFJML � = +IÛ � selon des droites de direction

= Þ
. Par souci de clarté de la figure, nous

avons translaté le plan de la projection
w x

dans la direction
=
.

car
= G = Þ �Å
 et

= G8Ú Þ �!
 . En utilisant les expressions (5.12) pour NØ] �<ÚS� , (5.7) et (5.8)
pour

=
et
= Þ

, il vientNSO = � NP] �<ÚS� = Þ � NPOtä à`á	âF�h�<ÚS��' �Áâ~ãåäA� �¦Ú��¯Ú å� NPO à`á�âF� �¦Ú��/8 N\[â~ã äA�h�<ÚS� ä 8 â-ãåä�� �¦ÚS��' ��à`á	âF�h�<ÚS�¯Ú å
� N\[ ' �3æ NPO â~ãåäA� �¦Ú��H� NPO à`á	â����h�<ÚS�\8 N\[ à`á	â�� �¦Ú��â~ã äA�h�<ÚS� ç Ú
� N\[ ' � NPO 8 N\[ à`á�â�� �¦Ú��â-ãåä��h�<ÚS� Ú (5.16)

Dans cette dernière expression, nous observons que le coefficient précédant Ú est égal
à l’expression (5.9) pour N � �¦Ú�� . Il vient� �<ÚØ+	î$���!º » ¼ w ½ < � � < � p q � � J ð N Ó J ï � � � � � g ��î�8 < GèÚ Þ � (5.17)

Une description géométrique de N(] �¦Ú�� et N � �<ÚS� est donnée à la figure 5.6.

Nous appliquons finalement le changement de variables < � Û �À¿å' avec Û Gþ' � 

et ¿ õ 2 3 . Il vient� �<ÚØ+	î$�v�Üº 0 � N G O ½�Û é�º » ¼ ½�¿ � �kÛ ��¿å' � p J ð Õrê p J ï � � � 0 � � g ��î�8�Û G8Ú Þ � (5.18)
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�h�<ÚS�' N � �¦Ú��NPO
N\[ �Í


Ú NP] �¦Ú�� = ÞNPO =

FIG. 5.6 – Interprétation géométrique de N(] �<ÚS� et N � �<ÚS� . Dans cet exemple, N � �¦Ú��D�ó

et NP] �¦Ú���� 
 .
Le terme entre accolades correspond à la projection D�J ð ��' +IÛ � et nous reconnaissons
en

� �¦ÚØ+
îk� la transformée de Radon exponentielle de D�J ð ��' +IÛ � dans le formalisme de la
théorie des distributions. La fonction

� �<ÚØ+	î$� est donc bien identique à (5.10).

Deuxième étape

Comme démontré à la section 2.2.2, il est possible d’inverser la transformée de
Radon exponentielle avec atténuation N � �<ÚS� dépendant de l’angle à condition que la
fonction N � �<ÚS� soit bornée, dérivable et VXW -périodique. Dans le cas de la méthode
de synthèse de projections parallèles exponentielles, la fonction N � �¦Ú�� est entièrement
déterminée par �h�<ÚS� (voir équation (5.9)), et donc par la forme de la courbe

?
. La

méthode développée dans ce chapitre n’est valable que si la fonction N � �<ÚS� vérifie les
hypothèses citées ci-avant. Montrons que la fonction N � �¦ÚS� est bornée, VXW -périodique
et dérivable.

Démonstration. Montrons tout d’abord que N � �<ÚS� est bornée. D’après les hypothèses
faites sur

?
et vu que ' Uõ ?

, il existe un ëZ� 
 tel que �h�<ÚS� õ Ù ë + W 8ìë Ú pourÚ õ Ù 
�+ VXW Ù . Il existe donc une constante ë � 
 telle queNPO 8 N\[ àMá�âF� �¦ÚS�â~ãåä�� �¦Ú�� � ë íîÚ õ Ù 
�+ VXW Ù (5.19)

ce qui indique que la fonction N � �¦Ú�� est bornée.
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La propriété de VÊW -périodicité de la fonction N � �<ÚS� découle de l’expression (5.9)
de N � �¦ÚS� . Étant donné que �h�<ÚS� est VÊW -périodique, il en va de même pour N � �<ÚS� .

Montrons finalement que N � �¦Ú�� est dérivable presque partout sur
Ù 
�+ VXW Ù . La fonc-

tion � � = � est continue et donc dérivable sauf peut-être en quelques valeurs singulières
de Ú correspondant à des points anguleux de la trajectoire

?
. La dérivée de la fonctionN � �<ÚS� est donnée par N R � �¦ÚS��� � R �¦ÚS� N\[ 8 NPO àMá�â��h�<ÚS�â-ãåä � � �¦Ú�� (5.20)

où � R �<ÚS� est la dérivée première de � �¦ÚS� . N � �<ÚS� est donc dérivable presque partout.
Dans la suite, nous supposerons que � �¦ÚS� est dérivable sur

Ù 
�+ VXW Ù afin d’éviter tout
problème de singularité de la fonction NHR� �¦ÚS� . Avant de conclure cette démonstration,
notons que, lors de l’utilisation de la méthode de synthèse pour un cas précis, il faudra
veiller à ce que la fonction �h�<ÚS� soit bien dérivable partout.

Vu que la fonction N � �<ÚS� vérifie les hypothèses nécessaires, la projection D�J ð ��' +IÛ �est reconstruite par la formule suivante (section 2.2.2) :DKJ ð ��' +IÛ ���!º ���O ½oÚ Ù ^ J ï DKJ ð ��' +�GQ� Ú�� �¦Ú(+IÛ GèÚ Þ � p b J ï � � � 0 � � + Û GË' �Å
 (5.21)

où les projections exponentielles de Radon filtrées sont données parÙ ^ J ï DKJ ð ��' +�GT� Ú � �<ÚØ+	î$��� º`» ¼ ½�î R Ù ^ J ï DKJ ð ��' +�GQ� Ú �<ÚØ+	î�8âî R � d J ï �¦Ú(+	î R � (5.22)

Le filtre
d J ï est donné parÙ a [ d J ï Ú �¦Ú(+

(��� � � � �� � � � sign ��
H� NSR� �¦Ú�� si � 
p�?� � N � �¦ÚS�`� U�VÊW
 sinon

(5.23)

5.2 Un cas particulier important : un cercle de ï V
Dans les chapitres précédents, nous avons déjà beaucoup parlé de grand cercle

de la sphère unitaire. Nous généralisons à présent la notion de grand cercle par celle
de cercle de la sphère unitaire. Ensuite, nous étudierons le comportement numérique
de la méthode de synthèse de projections parallèles exponentielles pour ce type de
trajectoire. Au chapitre 6, nous verrons que ce résultat constitue la base d’une méthode
d’inversion exacte et stable de la transformée rayons X exponentielle en géométrie
RSH.
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5.2.1 Définitions

Nous appelons cercle
{ �$| +~}S� de centre | õ ��� et d’ouverture angulaire V } le sous-

ensemble de ��� défini par{ �k| +~}S��� q < õ � � = | G < � àMá�âK} r (5.24)

où } õ Ú 
�+ WØU�V Ú . En particulier, le cercle de centre | et d’ouverture angulaire W s’identifie
au grand cercle

y �$| � de � � , c’est-à-dire
{ �$| + WØU�V �ì� y �k| � . L’intérieur convexe de{ �k| +~}S� , qui s’identifie à son intérieur, est noté

������ � � �M� et peut s’écrire sous la forme� ���� � � �M� � � ��� � � �M� �gq < õ � � = | G < �ÍàMá�âK}Kr (5.25)

La figure 5.7 illustre un cercle
{ �k| +~}S� ainsi que son intérieur convexe

������ � � �M� .

ð�ðð�ðð�ðñ�ññ�ññ�ñ
Á ÷4ò ú(ó
ü

�	ó
ô�õö�÷ õ ø ù�ú

ò
�v�

FIG. 5.7 – Illustration d’un cercle
{ �$| +~}S� de � � et de son intérieur convexe

� ���� � � �M� .
5.2.2 Étude du comportement numérique de la méthode de syn-

thèse

Dans cette section, nous étudions le comportement numérique de la méthode de
synthèse de projections parallèles exponentielles appliquée à un cercle de �)� en fonc-
tion de

– la valeur du coefficient d’atténuation Nv[ de la projection à synthétiser,
– l’ouverture angulaire � V }P� du cercle,
– la position du vecteur ' dans l’intérieur convexe du cercle.

Soit
? � { �k| +~}S� le cercle de ��� de centre | et d’ouverture angulaire V } . Supposons

les projections parallèles exponentielles D�JML � = +IÛ � connues pour tout
= õ ? . Nous mon-

trons ci-après que la fonction � �¦Ú�� est dérivable sur
Ù 
�+ VXW Ù , quel que soit ' appartenant

à
�
���� � � �M� . Notre méthode de synthèse de projections parallèles exponentielles est donc
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valable pour tout ' appartenant à
������ � � �M� .

Il est intéressant d’étudier l’allure des coefficients d’atténuation NØ] �¦ÚS� et N � �¦Ú��
pour différentes ouvertures angulaires V } du cercle et différentes positions du vecteur' dans

�
���� � � �M� . Les valeurs de NH] �¦Ú�� et N � �<ÚS� vont en effet influencer considérablement
le comportement numérique de notre méthode de synthèse. Ils apparaissent tous deux
dans des exponentielles qui peuvent prendre des valeurs élevées si les valeurs de N/] etN � ne sont pas contrôlées, provoquant ainsi l’apparition d’artéfacts dans les projections
synthétisées.

Nous proposons ici d’étudier deux ouvertures angulaires particulières du cercle
correspondant à } � ��
 � +��	
 � et trois valeurs différentes du coefficient d’atténuation :N\[ �Å� NPO +�
�+�8 NPO . La première valeur étudiée ( N/[ � NSO ) revient à synthétiser des pro-
jections parallèles exponentielles dont le coefficient d’atténuation est identique à celui
des projections données. La seconde valeur ( N�[ �!
 ) correspond à synthétiser des pro-
jections parallèles à partir de projections parallèles exponentielles, ce qui est tout à
fait surprenant. Finalement, la valeur Nv[ � 8 NPO permet d’étudier le comportement nu-
mérique de la méthode pour un coefficient d’atténuation N�[ négatif. Remarquons que
l’étude du cas N/[ �Ä8 NPO et ' õ �
���� � � �M� revient à étudier la méthode pour la synthèse
de la projection D b JML ��' +IÛ ��� DKJML ��8l' +IÛ � .

Nous allons également déterminer les conditions sous lesquelles les deux coeffi-
cients NP] �<ÚS� et N � �¦ÚS� restent confinés dans un intervalle déterminé, permettant ainsi de
limiter les risques liés au calcul numérique des exponentielles. Un choix pratique de
cet intervalle est relativement difficile à réaliser. Nous proposons plutôt de déterminer
les conditions sous lesquelles les fonctions � N(] �¦Ú��!� et � N � �<ÚS�!� restent inférieures à NHO
pour toute valeur de Ú õ Ù 
�+ VXW Ù . Introduisons les grandeurs normalisées suivantes :YNP] �¦Ú���� NP] �¦Ú��NSO (5.26)

YN � �¦Ú���� N � �<ÚS�NPO (5.27)YN\[ � N\[NPO (5.28)

Nous rechercherons donc les conditions sous lesquelles � YNP] �¦Ú��!� et � YN � �<ÚS�`� restent infé-
rieures à 1 pour toute valeur Ú õ Ù 
�+ VXW Ù .
Détermination de l’angle û�üHý§þ

Dans le cas d’un cercle de la sphère unitaire, il est possible de déterminer l’expres-
sion analytique de la fonction �h�<ÚS� permettant de déterminer les coefficients

YNP] �<ÚS� etYN � �<ÚS� . La figure 5.8 correspond à la figure 5.4 adaptée au cas
? � { �k| +~}S� . On y voit
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d’ailleurs apparaître le centre | du cercle.
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FIG. 5.8 – Description des différents vecteurs apparaissant dans la méthode de syn-
thèse de projections parallèles exponentielles dans le cas du cercle

{ �$| +-}P� .
En raison de la symétrie des ensembles

{ �k| +~}S� et
������ � � �M� autour de | , le com-

portement numérique de la méthode sera identique pour tout vecteur ' présentant le
même angle avec le vecteur | . Nous notons cet angle � d }S� où } est la demi-ouverture
angulaire du cercle étudié et

d
est un paramètre réel compris dans l’intervalle

Ù 
�+�� Ù ,
c’est-à-dire à`á	âÊ� d }S���Å| GË' (5.29)

Théoriquement,
d

ne peut pas prendre la valeur � sinon le vecteur ' se trouverait sur le
cercle

{ �$| +-}P� , auquel cas la méthode de synthèse ne fonctionnerait pas. Néanmoins,
nous montrerons certains résultats de l’étude pour

d � � également prouvant ainsi le
mauvais comportement de notre méthode dans ce cas particulier.

Afin d’obtenir une expression attrayante de � �¦Ú�� , nous avons choisi les vecteurs >
et t de telle sorte que > � | u 'm | u ' m (5.30)t � > u ' (5.31)

Voir figure 5.8. L’angle � �¦ÚS� est alors donné par

�h�<ÚS��� V ,	.Zä b [ ST 8 â-ãåä(� d }S�%à`á�â«Úî� + â~ã ä � }ô8�â-ãåä � � d }S�%â~ãåä � Úà`á�âF} �Áà`á�â�� d }S� UV (5.32)

La fonction �h�<ÚS� est représentée à la figure 5.9 pour } �Ü��
 � et différentes valeurs ded
. Si

d ��Ç� , cette fonction est continue, dérivable et VXW -périodique. Elle présente un
minimum, noté �\. , en ªÁ� 
 (et en VXW par périodicité) et un maximum, noté ���ô+ en
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Úc� W . De plus, le choix réalisé pour > implique que le graphe de la fonction � �¦Ú�� est
symétrique par rapport à Ú � W . Les extremums sont donnés par��� �Æ}/�1�"� d � (5.33)�\.À� }v����8 d � (5.34)
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FIG. 5.9 – Graphe de la fonction �h�<ÚS� pour } �!��

� .
Pour

d ��� , nous observons à la figure 5.9 que la fonction �h�<ÚS� est identiquement
nulle pour certaines valeurs de Ú , ce qui montre que la méthode de synthèse de projec-
tions parallèles exponentielles ne peut être utilisée lorsque le vecteur ' se trouve sur

?
(voir équations (5.9) et (5.12)).

Démonstration. Pour déterminer l’expression (5.32) de la fonction � �¦Ú�� , nous expri-
mons que le vecteur

= � àMá�âF�h�<ÚS��' �óâ~ã ä��h�<ÚS�¯Ú appartient au cercle
{ �$| +~}S� , ce qui

se traduit par = GT| �!àMá�âK} (5.35)

De plus, dans le système d’axes � > +�t +	' � , le vecteur | peut s’exprimer par| �!à`á�â�� d }S��' 8�â-ãåäH� d }S�Kt (5.36)

La combinaison des deux équations précédentes fournit, pour Ú fixé, l’équation trigo-
nométrique suivante :à`á�âF� �¦Ú��%à`á�âÊ� d }S�/8òâ~ã ä��h�<ÚS�%â~ã äH� d }P�Aà`á	â«Ú �!à`á�âK} (5.37)
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Ne gardant pour � �¦ÚS� que la solution située dans le premier ou le second quadrant du
cercle trigonométrique ( �h�<ÚS� õ Ú 
�+ W Ù ), la résolution de cette équation fournit l’expres-
sion (5.32).

Les expressions normalisées des coefficients d’atténuation N � �¦ÚS� et NP] �¦Ú�� sont don-
nées par YN � �¦ÚS��� �'8 YN\[ àMá�âF�h�<ÚS�â-ãåäA� �¦Ú�� (5.38)YNP] �<ÚS��� àMá�âF� �¦ÚS�/8 YNØ[â-ãåä�� �¦ÚS� (5.39)

Premier cas :
Y���	� 


La figure 5.10a donne une interprétation géométrique de la situation. Les grandeurs
normalisées se simplifient enYN � �¦ÚS��� 8 YNP] �<ÚS���ù,
.	ä �h�<ÚS�V (5.40)

Vu que �h�<ÚS� õ Ú 
�+ W Ù quel que soit Ú ,
YN � �¦Ú�� est toujours positif et

YNP] �<ÚS� tou-
jours négatif. Ces deux coefficients sont, en valeur absolue, inférieurs à l’unité lorsque,	.Zäl� � �¦ÚS� U�V ��u � pour tout Ú . Vu que la valeur maximale de �h�<ÚS� est égale à }/�1��� d � ,
cette condition est vérifiée lorsque }v���"� d ��u W V (5.41)

Si }£u WØUZË , cette condition est toujours rencontrée quelle que soit la valeur de
d õÙ 
�+�� Ù . En d’autres termes, si l’ouverture angulaire V } du cercle est inférieure à WØU�V ,

les valeurs � YNP] �<ÚS�!� et � YNP] �<ÚS�!� restent inférieures à l’unité quelle que soit la position du
vecteur ' dans

� ���� � � �M� . La figure 5.11 donne le graphe des fonctions
YN � �<ÚS� et

YNP] �¦Ú��
pour différents cas.

Deuxième cas :
Y� � ���

La figure 5.10b donne une interprétation géométrique de la situation. Les coeffi-
cients normalisés se simplifient enYN � �<ÚS��� �â-ãåäA� �¦Ú�� (5.42)YNP] �<ÚS��� àMáf,�� �¦ÚS� (5.43)

Vu que � �¦Ú�� õ Ú 
�+ W Ù quel que soit Ú , la valeur de
YN � �¦Ú�� est toujours supérieure ou égale

à l’unité. Elle est constante et égale à 1 dans le cas particulier où � �¦Ú���� WØU�V pour toutÚ õ Ù 
�+ VXW Ù , c’est-à-dire lorsque le cercle considéré est un grand cercle de normale ' .
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'NPO
N\[ � NPO

N � �<ªv�� �¦ªv�
NPO = NP] �¦ªv� = Þª Þ

'NPO � �¦ªv�
NSO =NS] �¦ªv� = ÞN � �<ªv�

'NPO �h�<ªv�
NPO =ª Þ

(b)(a)

(c)

ª Þ

NP] �<ªv� = Þ
N � �¦ªv�

N\[ � 8 NPO

FIG. 5.10 – Interprétation géométrique des coefficients d’atténuation N\] �¦Ú�� et N � �¦ÚS� :
(a)

YN\[ � � (b)
YN\[ �Å
 (c)

YNØ[ � 8Ì� .
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FIG. 5.11 – Coefficients d’atténuation
YN � �<ÚS� (trait plein) et

YNP] �¦Ú�� (trait en pointillé)
pour

YNØ[ � � .
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L’observation de (5.42) nous apprend que §�.XÏK� YN � �¦Ú�� est d’autant plus grand que� �¦ÚS� est proche de 0 ou de W . La valeur minimale de �h�<ÚS� étant égale à }v���l8 d � ,§�.XÏ�� YN � �¦ÚS� est d’autant plus grand que
d

est proche de 1 ou que } est proche de 0.
En d’autres termes, la méthode de synthèse risque de fournir des résultats de mauvaise
qualité lorsqu’elle est appliquée à des cercles de faible ouverture angulaire ou lorsque
l’angle entre le vecteur ' et le vecteur | tend vers } (c’est-à-dire lorsque ' “s’appro-
che” du cercle). Un raisonnement analogue peut être mené lorsque � �¦ÚS� est proche deW . La figure 5.12 donne le graphe des fonctions

YN � �<ÚS� et
YNS] �<ÚS� pour différents cas.

Troisième cas :
Y� � � ��


La figure 5.10c donne une interprétation géométrique de la situation. Les coeffi-
cients normalisés se simplifient enYN � �¦Ú���� YNP] �¦Ú����!à`á�, �h�<ÚS�V (5.44)

et sont donc égaux. Maintenir la valeur de ces coefficients, en valeur absolue, inférieure
à l’unité pour toute valeur de Ú , revient à imposer la condition� �¦ÚS�)ë W(U�V
pour tout Ú , ce qui est impossible (voir équation (5.34)). La figure 5.13 donne le graphe
des fonctions

YN � �¦Ú�� et
YNP] �<ÚS� pour différents cas. L’observation de cette figure laisse

présager un mauvais comportement numérique de la méthode de synthèse lorsque l’on
désire synthétiser une projection parallèle exponentielle dont le coefficient d’atténua-
tion N\[ est négatif.

Nous pouvons à présent tirer quelques conclusions sur l’étude qui vient d’être
faite. Lorsque le cercle

{ �k| +~}S� présente une ouverture angulaire � V }S� inférieure à WØU	V ,
nous sommes assuré que, pour la synthèse de toute projection parallèle exponentielleDKJML ��' +IÛ � avec ' õ � ���� � � �M� , les coefficients d’atténuation N � �¦Ú�� et NP] �<ÚS� restent tou-
jours confinés dans l’intervalle

Ù 8 NHO +I� NPO Ú . Cette constatation peut présager un bon
comportement numérique de la méthode de synthèse dans ces conditions. Dans tous
les autres cas étudiés, ces coefficients peuvent prendre des valeurs supérieures à 1 pour
certaines valeurs de Ú .

5.3 Vérification de la méthode

Dans cette section, nous proposons de vérifier la méthode de synthèse de projec-
tions parallèles exponentielles. Pour nos simulations, nous utilisons un fantôme 3D
simplifié du cœur composé de trois ellipsoïdes. Une description complète de ce fan-
tôme est donnée à l’annexe C.1. Il doit être clair que cette section ne porte que sur la
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FIG. 5.12 – Coefficients d’atténuation
YN � �<ÚS� (trait plein) et

YNP] �¦Ú�� (trait en pointillé)
pour

YNØ[ �!
 .
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FIG. 5.13 – Coefficients d’atténuation
YN � �<ÚS��� YNP] �¦ÚS� pour

YNØ[ � 8Ì� .
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vérification de la méthode. Les données de simulation correspondent à un jeu de pro-
jections parallèles exponentielles idéales, c’est-à-dire calculées de manière analytique
sur base des définitions des ellipsoïdes constituant le fantôme.

Dans cette étude, nous nous limitons au cas particulier d’un cercle
{ �k| +~}S� de la

sphère unitaire.

5.3.1 Détails d’implémentation

Soit un ensemble de projections parallèles exponentielles D�J L � = +IÛ � connues pour
tout

= õ { �k| +~}S� et ' un vecteur unitaire appartenant à
� ���� � � �M� . D’une manière générale,

la synthèse de la projection parallèle exponentielle D�J ð ��' +IÛ � , à partir des projections
connues, peut être implémentée de la manière suivante :à Étape 1. Calculer

Ù ^ J ï DKJ ð ��' +�GQ� Ú �<ÚØ+	î$� pour Ú õ Ù 
�+ VÊW Ù , î õ 2 3 en utilisant la formule
(5.11).à Étape 2. Reconstruire la projection D�J ð ��' +IÛ � par inversion de sa transformée de Ra-
don exponentielle en utilisant la formule (5.21).

L’étape 1 du processus de synthèse consiste, pour chaque valeur de Ú fixée, à in-
tégrer dans le plan de la projection D�J L � = +IÛ � où

= ��àMá�âF� �¦ÚS��' �Åâ~ã äA�h�<ÚS�¯Ú . Pour
nos simulations, nous avons opté pour un échantillonnage uniforme en la variable Ú ,
c’est-à-dire Ú � � d �¸ÚØ+ �¸Ú � VXWØU �9��+ d �Å
�+`G�G�GÐ+Ê�k�9� 8 �Ê� (5.45)

où �¸Ú est le pas d’échantillonnage et ��� le nombre d’échantillons. Le choix de cet
échantillonnage est dicté par la manière dont nous avons implémenté l’étape 2, c’est-à-
dire la reconstruction de DFJ ð ��' +IÛ � par l’algorithme de rétroprojection des projections
filtrées (formules (5.21) et (5.22)). Passons à présent en revue les détails relatifs à
l’implémentation des deux étapes du processus de synthèse. Par souci de clarté, nous
notons

� �¦Ú(+	î$� la fonction
Ù ^ J ï DKJ ð ��' +�GQ� Ú �<ÚØ+	î$� .

Implémentation de l’étape 1

Dans un premier temps, nous utilisons les vecteurs Ú Þ et
= Þ

, constituant une base
orthonormée du plan de la projection D�J`L � = +�Û � , afin d’écrire les données sous la formeDKJML � = +IÛ �Zî�Ú Þ ��¿ = Þ ��� º » ¼ ½�¿ R � ��î�Ú Þ ��¿ = Þ �Á¿ R = � p J L Õ ^ (5.46)

Étant donné le choix réalisé pour l’échantillonnage selon la variable Ú , nous supposons
les projections DKJ`L � = +IÛ � connues pour un ensemble de directions= � �!àMá�âF� �¦Ú � ��' ��â-ãåäA� �¦Ú � �¯Ú � (5.47)
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où Ú � � 8 â~ã ä¬Ú � > ��à`á	â«Ú � t et
d �Å
�+�G G G +��Ì�C8Í� . Nous écrivons égalementÚ Þ� �!àMá�â«Ú � > ��â-ãåä¬Ú � t (5.48)= Þ� � 8 â-ãåäA� �¦Ú � ��' �Áà`á�âF� �¦Ú � �¯Ú � (5.49)

pour
d �Å
�+�G`G�GM+��k�Ì�%8��Ê� . De plus, nous considérons que les projections sont connues

sur une grille de �ní u � Õ points telle que��î .C+-¿×��������î O ���!�jî×+~¿ O � 4 ��¿-�Ð+��Ä� 
�+�G�G`G`+Ê�$� í$8l�Ê� et 4 �!
�+�G`G�G`+Ê�$� Õ 8Ì�Ê� (5.50)

où î O et ¿ O sont choisis de telle sorte que la grille soit centrée à l’origine du système
d’axes ��î×+~¿-� et où �jî (respectivement ��¿ ) est le pas d’échantillonnage dans la directionÚ Þ (respectivement

= Þ
). La formule (5.11) est alors discrétisée de la manière suivante� �¦Ú � +	î .%� á ��¿ ��� b

[F� G O DKJ L � = � +
î .WÚ Þ� �Á¿×� = Þ� � p J � � � � � Õ�� (5.51)

pour
d �Å
�+`G�G�GÐ+Ê�k�Ì��8ì�Ê� et �Ä�!
�+�G�G�GÐ+Ê�$� í�8ì�Ê� . Le nombre d’opérations nécessaires

au calcul de
� �<ÚØ+	î$� est donc de l’ordre de �l�X� í � Õ .

Implémentation de l’étape 2

Cette seconde étape consiste à appliquer l’algorithme de rétroprojection des pro-
jections filtrées à

� �<Ú � +	î .)� . Pour obtenir DKJ ð ��' +IÛ � , il est tout d’abord indispensable de
filtrer les projections exponentielles de Radon. Nous avons discrétisé la formule (5.22)
de la manière suivante� � �¦Ú � +
î .)� á �jî �

¾ b [F. ^ G O d J ï �<Ú � +Ê��� 8�� R �1��î$� � �¦Ú � +	î . ^ � (5.52)

pour
d �Å
�+�G�G`GM+Ê�$�Ì� 8 �Ê� et �Ä�Å
�+`G�G�G`+��k� í 8 �Ê� . Le filtre

d J ï est donné parÙ a [ d J ï Ú �<Ú � +

(��� � � � �� � � � sign ��
(� N ^ � �<Ú � � si � 
p�
ëg� N � �<Ú � �!�
 sinon
(5.53)

Étant donné que
d J ï �<Ú � +�GT� est définie au sens de la théorie des distributions, nous

l’avons régularisée en utilisant une fenêtre d’apodisation :d�äJ ï �¦Ú � +	î$���Åº � � � ¤ � [ � �6æ í � ½Y
 Ù a [ d J ï Ú �<Ú � +

(� �~����8! [ �H�" [ à`á	â/� VXW �jî!
(�~� p � ��� � í
(5.54)

où  [Aõ Ù 
�+�
�GTÉ Ú . Pour  [ � 
�GQÉ , nous sommes en présence de la fenêtre d’apodisation
de Hanning tandis que si  [ � 
 , la fenêtre d’apodisation correspond à une fenêtre
rectangulaire.
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Une remarque s’impose à présent sur le calcul des échantillons NØR� �<Ú � � . Connais-
sant la forme analytique de la fonction N � �¦Ú�� , nous avons déterminé l’expression ana-
lytique de sa dérivée. Il s’en suit que le calcul des échantillons N(R� �¦Ú � � est exact.

Après avoir remplacé
d J ï par

d äJ ï dans (5.52), nous utilisons un algorithme de trans-
formée de Fourier rapide pour calculer la convolution. L’étape de filtrage des projec-
tions nécessite ainsi un nombre d’opérations proportionnel à �î�	� í ¦ áJç�� í .

Une fois les projections filtrées, la valeur de D�J ð ��' +�GT� en un point Û est obtenue par
rétroprojection selon la formule (5.21) discrétisée de la manière suivante

D�J ð ��' +IÛ � á �¸Ú �$# b [F�	G O p b J ï � � � � 0 � � � � � �¦Ú � +
îH�ÅÛ G8Ú Þ� � (5.55)

Si la projection DFJ ð ��' +IÛ � est calculée sur une grille de � Eôu � : pixels, le nombre
d’opérations pour la rétroprojection est de l’ordre de � E � : �Ì� . L’étape 2 du processus
de synthèse nécessite donc un nombre d’opérations proportionnel à � �X� í ¦ áJç�� í et à� E � : �Ì� .

Donnons à présent une estimation du nombre d’opérations nécessaires pour syn-
thétiser une projection parallèle exponentielle par notre méthode de synthèse. Si on
considère que � íP� � Õ � � E � � : � ë et que �Ì� á ë , le nombre d’opération est
alors de l’ordre de ë B .
5.3.2 Reconstructions

Pour tester notre méthode de synthèse de projections parallèles exponentielles,
nous avons utilisé le fantôme 3D décrit à l’annexe C.1. Pour nos simulations, nous
avons choisi la direction ' ���zà`á�â V�V É � +�â-ãåä V�V É � +�
�� (5.56)

Nous allons présenter des résultats de synthèse de la projection D�J ð ��' +IÛ � pour 3 valeurs
de N\[ ( � NPO , 
 et 8 NPO ), 2 valeurs de } ( ��
�� et ��
�� ) et 3 positions | [ , | � et | B du centre
du cercle correspondant respectivement à

d �!
�G � , d �!
�GQÉ et
d � 
�G8� :| [ � �$àMá�âÊ� V	V É � �À
�G �H}S�Ð+�â-ãåäP� V�V É � ��
�G �(}S�I+�
�� (5.57)

| � � �$àMá�âÊ� V	V É � �À
�GQÉ/}S�Ð+�â-ãåäP� V�V É � ��
�GTÉv}S�I+�
�� (5.58)| B � �$àMá�âÊ� V	V É � �À
�G8�v}S�Ð+�â-ãåäP� V�V É � ��
�G{��}S�I+�
�� (5.59)

La figure 5.14 illustre les 6 géométries considérées tandis que la figure 5.15 montre la
projection DKJ ð ��' +IÛ � discrétisée de manière idéale sur une grille carrée de ��
�
 u ��
�

pixels carrés de dimensions ��GQÉ mm u ��GQÉ mm pour Nv[ � � NPO , 
 , 8 NPO avec NHO �
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FIG. 5.14 – Illustration des 6 géométries considérées pour le test de la méthode. La
zone grise correspond pour chaque cas à la région

� ��� � I � �M� , avec E/� � , 2 ou 3.
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FIG. 5.15 – Projection DFJ ð ��' +�Û � discrétisée idéale ( NPO �!
�GT
 V mm
b [

). À gauche : N\[ �� NPO . Au centre : N/[ �!
 . À droite : N\[ � 8 NPO . L’affichage correspond à une répartition
uniforme de niveaux de gris sur l’intervalle

Ù 
�+�� V É Ú .

�GÈ
 V mm

b [
. Dès lors, ��� configurations géométriques � u � � valeurs de N�[ � = 18 projec-

tions ont été synthétisées et sont présentées ci-après.

Les paramètres relatifs à la simulation des projections D�J L � = +IÛ � sur le cercle sont :

�9� � � V ��+ �¸Ú � VXW�Ì� � V GT��� V É � (5.60)

� í��Å� Õ � ��
	
�+ �jîH�!��¿�� ��GTÉ mm (5.61)

tandis que la projection DFJ ð ��' +IÛ � est reconstruite sur une grille carrée de ��
�
 u ��
	

pixels carrés de dimensions ��GTÉ mm u ��GQÉ mm centrée à l’origine du système d’axes� > +�t � . Notons que, dans nos simulations, nous avons > � 8 p s . Finalement, nous avons
utilisé le paramètre  [ �Ü
�GQÉ pour la fenêtre d’apodisation qui correspond dans ce cas
à la fenêtre de Hanning.

Les figures 5.16, 5.17 et 5.18 montrent les résultats de la synthèse de la projectionDKJ ð ��' +IÛ � pour N\[ ��� NSO , 
 et 8 NPO respectivement. Ces trois figures sont à mettre en
correspondance avec les figures 5.11, 5.12 et 5.13 respectivement.

La figure 5.16 montre que notre méthode de synthèse fournit de très bons résultats
lorsque le coefficient d’atténuation Nv[ est égal à celui des projections données, c’est-à-
dire lorsque N/[ � NPO . Ce résultat confirme donc bien l’étude théorique que nous avons
réalisée pour ce cas.

La figure 5.17 montre que si N/[ � 
 , il est possible d’obtenir des résultats de
bonne qualité pour certaines configurations (voir première ligne de la figure). Cepen-
dant, pour certaines valeurs des paramètres (dernière ligne de la figure), les résultats
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FIG. 5.16 – Synthèse de la projection D�J ð ��' +IÛ � avec N\[ � NSO ( NPO � 
�GÈ
 V mm
b [

). 1ère
colonne : } � ��
 � . 2ème colonne : } �Å��
 � . 1ère ligne :

d �Å
�G � . 2ème ligne :
d �!
�GQÉ .

3ème ligne :
d �Å
�G{� .



112 5.3. VÉRIFICATION DE LA MÉTHODE

de la synthèse sont inacceptables. Nous observons donc que le comportement numé-
rique de la méthode est conditionné par l’allure des fonctions N � �¦Ú�� et NP] �<ÚS� (voir
figure 5.12). Dès que les coefficients normalisés

YNP] �<ÚS� et
YN � �¦Ú�� dépassent l’unité de

plusieurs ordres de grandeur, on observe l’apparition d’artéfacts dans la projection syn-
thétisée.

La figure 5.18 montre que notre méthode de synthèse fournit des résultats peu
acceptables lorsque N/[ � 8 NPO . À nouveau, nous observons que le comportement nu-
mérique de la méthode est conditionné par les coefficients N � �<ÚS� et NP] �<ÚS� .
5.3.3 Influence du paramètre 7 à

Nous désirons à présent mettre l’accent sur le comportement numérique de notre
méthode de synthèse vis-à-vis du nombre ��� de projections DKJ`L � = +IÛ � utilisées pour
synthétiser la projection D�J ð ��' +IÛ � . Pour rappel, tous les résultats présentés jusqu’ici
correspondaient à �l���Ä� V � . Dans les résultats présentés ci-après, nous fixons N�[ �NPO , }Á� ��
 � et

d � 
�GTÉ . Tous les paramètres de la simulation restent inchangés sauf
le nombre �Ì� auquel nous attribuons les valeurs �l��� � V ��+K� Ë +�� V +H����+�� et Ë afin de
mettre en évidence l’effet d’une diminution du nombre de projections utilisées pour la
synthèse de la projection DFJ ð ��' +�Û � .

La figure 5.19 montre les résultats de la synthèse pour ces différentes valeurs du
paramètre �Ì� . Nous observons que pour ���ì� � V � et � Ë , le résultat de la synthèse
est de très bonne qualité. Pour �l� � � V , nous voyons apparaître quelques artéfacts
dans la projection synthétisée. En-dessous de ��� projections, le résultat de la synthèse
perd nettement en qualité. Ce phénomène est dû au mauvais comportement numé-
rique de l’algorithme de rétroprojection des projections filtrées lorsque le nombre � �
de projections exponentielles de Radon devient trop faible par rapport au nombre ��í
d’échantillons dans une projection

� �<Ú � +	î .%� . L’intégrale apparaissant dans la rétropro-
jection est dans ce cas mal discrétisée.

Nous tirons comme enseignement de ces derniers résultats que l’implémentation
fournie ci-avant de la méthode de synthèse n’est pas adéquate au traitement d’un
nombre limité de projections parallèles exponentielles données sur un cercle. À la
section 5.4, nous proposons une variante de l’implémentation de la méthode, variante
adaptée au traitement d’un nombre plus faible de projections données sur un cercle.
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FIG. 5.17 – Synthèse de la projection D�J ð ��' +IÛ � avec N\[ ��
 . 1ère colonne : } � �	
�� .
2ème colonne : } � ��
�� . 1ère ligne :

d � 
�G � . 2ème ligne :
d � 
�GTÉ . 3ème ligne :d �!
�G{� .
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FIG. 5.18 – Synthèse de la projection D�J ð ��' +IÛ � avec N\[ � 8 NSO ( NSO � 
�GÈ
 V mm
b [

).
1ère colonne : }Á� ��
 � . 2ème colonne : }ò� ��
 � . 1ère ligne :

d � 
�G � . 2ème ligne :d �!
�GTÉ . 3ème ligne :
d �Å
�G{� .
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5.3.4 Échantillonnage non-uniforme sur le cercle

Nous désirons à présent insister sur un phénomène apparaissant suite au choix de
l’échantillonnage réalisé pour les projections parallèles exponentielles D�J`L � = +IÛ � utili-
sées pour synthétiser la projection D�J ð ��' +IÛ � . Pour rappel, l’échantillonnage en la va-
riable Ú était réalisé de manière uniforme afin d’obtenir un échantillonnage uniforme
des projections

� �¦Ú(+	î$� . Il découle de ce choix que les directions= � �!àMá�âF� �¦Ú � ��' ��â-ãåäA� �¦Ú � �¯Ú � (5.62)

des projections données sont échantillonnées de manière non-uniforme sur le cercle.
La figure 5.20 illustre ce phénomène. Il est clair qu’en pratique un tel échantillonnage
présente un certain inconvénient. Il serait en effet indispensable, lors de l’acquisition
des mesures en géométrie RSH, de faire subir au collimateur RSH une rotation dont le
pas angulaire change à chaque nouvelle acquisition d’une projection parallèle.

Tirons à présent un bilan sur l’implémentation de la méthode de synthèse que nous
avons proposée ci-avant. Elle présente essentiellement deux inconvénients :

– Elle n’est pas adaptée à un nombre restreint de projections D�JML � = +IÛ � données sur
le cercle.

– Elle induit un échantillonnage non-uniforme des directions
=

des projections
données sur le cercle. De plus, cet échantillonnage dépend du paramètre

d
et

donc de la position du vecteur ' dans la région délimitée par le cercle.
À la section suivante, nous proposons une variante à l’implémentation précédente qui
remédie à ces deux inconvénients. Cette nouvelle implémentation constitue un algo-
rithme original que nous avons appelé algorithme des directions ordonnées.

5.4 Algorithme des directions ordonnées

Nous proposons ici une implémentation de la méthode de synthèse des projections
parallèles exponentielles prenant en considération les deux points suivants :

– Échantillonnage uniforme des projections parallèles exponentielles données sur
le cercle et indépendance de cet échantillonnage vis-à-vis de la position du vec-
teur ' dans la région délimitée par le cercle.

– Meilleur comportement numérique vis-à-vis d’un nombre restreint de projec-
tions données sur le cercle.

La méthode que nous proposons ici, appelée algorithme des directions ordonnées,
consiste à ajouter une étape préliminaire aux deux étapes déjà proposées à la sec-
tion précédente. Notons que cet algorithme est une variante de l’algorithme des points
sources ordonnés [55] proposé par F. Noo pour la reconstruction d’images à partir de
projections coniques.
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FIG. 5.19 – Synthèse de la projection 8$9;: K=< N2> Q avec S@?WV S T ( S T V���j{�6Z mm A ? ) pourB VDC`� � et k=0.5. De haut en bas et de gauche à droite : EGF VEX\ZIH�N$Jm¤�N$C6ZoN#XKJ�N$HÇN¯¤ .
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FIG. 5.20 – Échantillonnage non-uniforme sur le cercle. Cette figure montre le plan
contenant le cercle ( B VLC`��� ). Les symboles “*” sur le cercle correspondent à l’extré-
mité du vecteur [ M ( N¼V ��N�j�j�j�N\K EOF�P X\Q ) pour N¸V¥��jQJ et ERF VSC�Z .

Soit T KVU¯Q un vecteur unitaire appartenant au cercle W·K�X N B Q , où U est l’abscisse
curviligne du point T K=U Q sur ce cercle, mesurée par rapport à un point de référence
quelconque du cercle. Le paramètre U appartient à l’intervalle Y �ÇN[ZxV Z]\Jp q s B Y où Z
est le périmètre du cercle. Supposons connues E_^=`bac^�de` projections 8f9hg KiT K=U;j�QHNk> Q définies
par 8f9lg KiT KVUIj�Q�N2> Q�VLmln o�prq�s Kb> t�quT KVUIj�Q Q�k 9hgcv Nw> jxT KVUIj(Q�V � (5.63)

où UIjUa!Y=��N[ZyY pour tout z V ��N�j�j j N\K E	^=`�a{^=dQ`KP X\Q . Les valeurs UIj sont choisies strictement
croissantes de telle sorte que les extrémités des vecteurs T K=Urj�Q soient ordonnées sur le
cercle. Les points T KVU|j(Q et T KVUIj�}~? Q forment donc toujours une paire de points voisins
l’un de l’autre sur le cercle. Par définition, les points T K=U��f�����V����� A ?	Q et T K=U T Q forment
une paire de points voisins. Par abus de langage, nous écrirons T j V�T K=U;j<Q .

Pour rappel, l’étape 2 de processus de synthèse, présentée à la section précé-
dente, nécessite la connaissance des projections parallèles exponentielles 8~9 g\K�[ N2> Q
pour un jeu de directions [ spécifiées par la variable � . Pour une valeur de � fixée
par l’échantillonnage (5.45), il est nécessaire de connaître la projection 8~9 gBK�[ Nk> Q pour[ V3} ~`p���Ki�ÛQ�< t¥prq4s��iKb��Q�� . Cependant, le vecteur [ ne fait peut-être pas partie de
l’ensemble des directions T j et la projection 8�9lg K�[ N2> Q est donc inconnue. La méthode
que nous proposons est basée sur un schéma d’interpolation estimant la projection8f9lg K�[ N2> Q à partir des projections données 8�9hg KbT j N2> Q . Il doit être clair que cette mé-
thode ne synthétise pas la projection 8$9lg K�[ N2> Q de manière exacte mais en donne une
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estimation par interpolation linéaire.

Notre but à présent est d’estimer la projection �$�h�]��� �IÛ � , où � est fixé sur le cercle,
à partir du jeu de projections �$�l�]�i� C �IÛ � . Nous notons ö|� l’abscisse curviligne du point� sur le cercle. Pour Û fixé, nous devons estimer la valeur de l’intégrale de ligne

�f�l�]��� �IÛ ���Üº » ¼ ½�¿����kÛ ��¿�� �f� �l� Õ (5.64)

L’idée de notre algorithme est d’estimer cette grandeur en l’assimilant à l’intégrale
de � (pondérée par l’exponentielle bien sûr) le long de la ligne passant par Û et de
direction � C la plus proche possible de � . Cette dernière valeur correspond à la valeur
de la projection ���l�]�i� C ���x� au point Û ���kÛ ��� C �u� C , projection du point Û sur le plan  ¢¡ I .
La figure 5.21 illustre la situation.

l’intégrale de �l’intégrale de �

£ ��¤ �u¥¦�

� C Ó~§
� C

o

  �

�Û Û �¨�kÛ �x� C �©� C
ligne sur laquelle on désire estimer

ligne sur laquelle on connaît

FIG. 5.21 – Approximation de l’intégrale de ligne ���l�]��� �IÛ � par la valeur ���l�]�i� C �IÛ ��ÝÛ ��� C �u� C � .
Afin d’obtenir une meilleure estimation encore, nous utilisons les deux projections

données dont les directions sont les plus proches de � , c’est-à-dire celles de directions� C et � C Ó~§ pour lesquelles öª�'õ Ù ö C � ö C Ó~§ Ú . La valeur de l’intégrale de ligne ���h�]��� �IÛ � est
alors estimée par la formule d’interpolation linéaire suivante

�f�h�K�b� ��Û � á « �
öI� � ö C � ö C Ó~§ �I�f�l�]�b� C Ó~§ �IÛ �¬�ÝÛ �x� C Ó~§ �©� C Ó~§ ��­�{®¯� « �

öI� � ö C � ö C Ó~§ �u�°�f�l�]�b� C �IÛ �¨�kÛ �x� C �©� C � (5.65)

où Û �Q� ��± et où nous avons introduit le facteur de pondération

« �
ö � ö C � ö C Ó~§ ��� ö � ö Cö C Ó~§ � ö C (5.66)
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Cette méthode d’interpolation peut s’appliquer à n’importe quel vecteur Û du plan   � .
La projection ���l�]��� �IÛ � peut donc être estimée entièrement. Cette approximation sera
d’autant meilleure que le nombre ²	³ y ä ³�í y de projections données est élevé. En effet, les
directions � C et � C Ó~§ vérifiant ö|�'õ Ù ö C � ö C Ó~§ Ú sont alors proches de � .

L’algorithme des directions ordonnées pour la synthèse des projections parallèles
exponentielles peut finalement se résumer comme suit :à Étape 0. À partir des projections ���h�]�b� C �IÛ � données pour E´�µ±������h�h�]��²	³ y ä ³�í y �S®K� ,
estimer le jeu de projections ��� � �b� � �IÛ � pour ¶·�S±��������2�]��²R¸´��®]� par l’utilisation de la
formule (5.65).à Étape 1. idem que l’étape 1 de la section 5.3.1.à Étape 2. idem que l’étape 2 de la section 5.3.1.

5.4.1 Détails d’implémentation

Nous estimons ici le nombre d’opérations nécessaires pour réaliser l’étape préli-
minaire que nous venons d’introduire. Étant donné qu’il y a ²_¸ projections parallèles
exponentielles à calculer par interpolation et que chacune de ces projections comporte² í|¹G² Õ pixels, le nombre d’opérations nécessaires lors de l’étape préliminaire est pro-
portionnel à ²R¸I² íº² Õ .

De plus, les directions � C pouvant être choisies de manière arbitraire sur le cercle,
pour autant qu’elles soient ordonnées, il est judicieux de les échantillonner de manière
uniforme. Si le nombre de projections données est égal à ²_³ y ä ³�í y , le pas d’échantillon-
nage des directions � C sur le cercle est donc égal à »;¼¾½l²	³ y ä ³�í y .
5.4.2 Reconstructions

Pour tester notre algorithme des directions ordonnées, nous considérons le même
fantôme que précédemment ainsi que le même vecteur ' . Les projections �~�l�]�i� C �IÛ �
sont simulées avec ¿ÁÀÂ�S±��Q±r» mm Ã § pour E@��±����h���l�K�b²R³ y ä ³�í y �Ä®]� et échantillonnées sur
des grilles carrées de ®K±ª±�¹·®K±ª± pixels de dimensions ®ª�TÉ mm ¹·®ª�QÉ mm. Les paramètres
utilisés dans la méthode de synthèse sont les suivants

²O¸��Å®K»|Æ��$² í��S² Õ �Å®K±|±��$ÇjîÁ��Ç�¿��È®ª�QÉ mm (5.67)

tandis que la projection �$� ð ��' �IÛ � est synthétisée sur une grille carrée de ®K±ª±É¹¨®K±|±
pixels carrés de dimensions ®ª�TÉ mm ¹�®ª�TÉ mm. Le paramètre  § de la fenêtre d’apodi-
sation est choisi égal à  § �µ± , ce qui correspond à une fenêtre d’apodisation rectan-
gulaire. L’étape préliminaire utilise un schéma d’interpolation linéaire ayant pour effet
d’atténuer une partie des hautes fréquences présentes dans les données. Il nous a donc
semblé inutile d’utiliser en plus une fenêtre de Hanning.
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Nous avons testé la méthode pour ¿ § �Ê¿¦À , ¥¬�ÌËª±ªÍ et ¶��Ê±��QÉ . De plus, nous
considérons plusieurs valeurs de ²G³ y ä ³�í y différentes : ²R³ y ä ³�í y �Å®]»|Æ���Î Ë �$Ër»Ï�Á®KÎÏ�$Æ et Ë .
Pour ces 6 essais, nous avons maintenu le paramètre ²G¸ égal à 128 afin que le nombre
de projections exponentielles de Radon

� �¦Ú � �	î�� soit suffisant pour assurer une rétro-
projection de qualité.

La figure 5.22 montre les résultats de la synthèse. Nous observons que l’algorithme
des directions ordonnées fournit des résultats de très bonne qualité même lorsque le
nombre ²R³ y ä ³�í y de projections est petit. La figure 5.22 (algorithme des directions or-
données) est à comparer à la figure 5.19 (sans étape préliminaire). De plus, étant donné
qu’il présente l’avantage de pouvoir échantillonner uniformément les projections sur le
cercle, l’algorithme des directions ordonnées constitue une implémentation efficace de
la méthode de synthèse de projections parallèles exponentielles. Remarquons cepen-
dant que le fantôme utilisé pour ces simulations est assez simple. Il serait intéressant
de tester la méthode sur un fantôme présentant de petits détails. Dans ces conditions,
le schéma d’interpolation utilisé dans l’algorithme des directions ordonnées risque de
fournir des résultats de synthèse plus grossiers au voisinage de ces détails.



CHAPITRE 5. SYNTHÈSE DE PROJECTIONS PARALLÈLES EXPONENTIELLES 121

FIG. 5.22 – Synthèse de la projection �$� ð ��' �IÛ � pour ¿ § � ¿ÐÀ ( ¿¦ÀÑ� ±��Q±r» mm Ã § ),¥��ÒËª±|Í et ¶Ó�Ò±��TÉ par l’algorithme des directions ordonnées. De gauche à droite et
de haut en bas : ²	³ y ä ³�í y �Å®]»|ÆÏ�$Î Ë �$Ër»Ï�Á®�Î��$Æ�� Ë .
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Chapitre 6

Acquisition en géométrie RSH

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème de la reconstruction d’une
fonction tridimensionnelle � à partir d’un ensemble de projections parallèles expo-
nentielles correspondant à un ensemble Ô de directions constitué d’une union finie
de cercles sur la sphère unitaire dont les centres sont situés sur un grand cercle (fi-
gure 6.1). Ce type d’ensemble définit la géométrie RSH d’acquisition des projections
telle que décrite dans [12]. Nous présentons dans ce chapitre une condition nécessaire
et suffisante qu’un ensemble RSH Ô doit vérifier pour permettre une reconstruction
exacte et stable de � . Nous proposons ensuite une méthode générale d’inversion de la
transformée rayons X exponentielle en géométrie RSH et étudions quelques géomé-
tries particulières.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont originaux et font, en partie, l’objet
d’un article [75] présenté à la conférence “2001 IEEE Medical Imaging Conference”.

� ÕÖ�×

FIG. 6.1 – Illustration de la géométrie RSH. Les centres des cercles de la géométrie
appartiennent tous au grand cercle

£ �b� Õ � , � Õ étant un vecteur unitaire parallèle à l’axe
de rotation principal de la géométrie.

123
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6.1 Motivation

Au chapitre 3, nous avons discuté de l’intérêt de pouvoir inverser la transformée
rayons X exponentielle avec atténuation constante ¿¾À sur un demi-tour d’acquisition.
Un des avantages résultants consiste en la limitation de l’acquisition des mesures aux
projections les moins atténuées, c’est-à-dire aux projections les moins bruitées. De
plus, cela permet soit de réduire le temps d’un examen, soit de compter un nombre
plus important de photons par projection, ce qui augmente le rapport signal sur bruit
dans les projections mesurées. Ce processus d’acquisition purement 2D des projec-
tions présente toutefois un inconvénient provenant de la faible sensibilité du système
composé de la gamma caméra et du collimateur. En effet, l’utilisation d’un collimateur
conventionnel à trous parallèles limite l’efficacité de la gamma caméra en n’utilisant
qu’une faible portion de la surface du détecteur. Lors de l’examen de petits organes
tels que le cœur ou le cerveau, un pourcentage relativement important de la surface de
la caméra reste inutilisé lors de l’acquisition d’une projection.

L’utilisation du collimateur RSH, déjà introduit au chapitre 1, permet de remédier
à cet inconvénient en optimisant la surface utilisée sur le détecteur. Pour rappel, il
s’agit d’un collimateur dont l’orientation des trous présente un certain angle avec la
normale au collimateur. Cet angle porte le nom d’angle d’inclinaison (ou slant angle
en anglais)1 et présente des valeurs typiques comprises entre »|±�Í et Ë É|Í . Au cours du
processus d’acquisition des projections, le détecteur est successivement positionné au-
tour de l’axe du lit du patient. Pour chaque position du détecteur, le collimateur subit
une rotation de ËªÎª±ªÍ autour de son axe, d’où l’appellation collimateur rotatif à trous
obliques (ou Rotating Slant-Hole collimator en anglais). Par la suite, nous lui préfére-
rons l’appellation collimateur RSH. Ce processus d’acquisition constitue la géométrie
RSH d’acquisition des projections. À notre connaissance, il existe deux types de col-
limateur RSH, celui à 2 segments –parfois appelé collimateur bilatéral ou BSH pour
“Bilateral Slant-Hole collimator”– et celui à 4 segments –parfois appelé collimateur
4 quadrants ou QSH pour “Quadrant Slant-Hole collimator”. Un segment est une ré-
gion du collimateur dans laquelle les trous sont d’orientation identique tandis que deux
trous appartenant à des segments différents ont des orientations différentes. La figure
6.2 illustre les directions des trous dans le collimateur à trous parallèles conventionnel
et dans les collimateurs RSH à 2 et 4 segments.

Un premier avantage de l’utilisation d’un collimateur RSH est de pouvoir mesurer
plusieurs projections simultanément (2 ou 4 selon le type de collimateur utilisé) tout en
conservant les avantages d’une acquisition sur un demi-tour. La figure 6.3 illustre un
protocole d’acquisition en géométrie RSH pour l’imagerie du cœur. Un autre avantage
de l’introduction d’un tel collimateur est la possibilité de modifier un scanner SPECT
existant à moindre frais. Il suffit en effet de remplacer le collimateur à trous parallèles

1Par abus de langage, nous parlerons de l’angle d’inclinaison du collimateur.
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Collimateur à trous
parallèles conventionnel

Collimateur RSH
à 2 segments

Collimateur RSH
à 4 segments

FIG. 6.2 – Collimateurs à trous parallèles conventionnel et RSH. La ligne en pointillé
indique l’axe de rotation du collimateur tandis que les vecteurs indiquent l’orientation
des trous dans le segment considéré du collimateur.

conventionnel par un collimateur RSH, opération relativement simple à réaliser et peu
onéreuse.

La géométrie d’acquisition RSH présente toutefois le désavantage de réduire le
volume de la région d’intérêt. Les performances du système sont optimales lorsque
l’organe étudié est vu complètement par chaque segment pour toutes les positions
possibles du collimateur et du détecteur. L’utilisation d’un collimateur RSH semble
donc bien adaptée à l’imagerie de petits organes tels que le cœur ou le cerveau. Le
volume 3D de l’espace auquel l’organe est restreint est appelé volume effectif (VE).
Pour une position fixée du détecteur, l’organe étudié doit se trouver à l’intérieur d’un
double cône dont la base coïncide avec le collimateur circulaire (voir figure 6.3). Le
volume effectif correspond à l’intersection de tous les doubles cônes déterminés par
chaque position du détecteur et peut être assimilé à une sphère. Le volume effectif est
sensiblement identique pour un collimateur à 2 ou 4 segments (voir [12]). Les deux
dernières colonnes de la table 6.1 (tirée de [12]) donnent la position et le diamètre de
la sphère assimilée au volume effectif en fonction de l’angle d’inclinaison ¥ du colli-
mateur pour une gamma caméra standard de dimensions Ë ± cm ¹ Ë ± cm.

Les deuxième et troisième colonnes de la table 6.1 fournissent respectivement le
nombre de positions et les positions angulaires du détecteur, par rapport à une direc-
tion de référence, qui permettent une reconstruction analytique et stable de la carte
d’émission lorsque les effets de l’atténuation sont ignorés. Les projections atténuées
mesurées sont, dans ce cas, assimilées à des projections parallèles (sans atténuation)
et le problème consiste alors à inverser la transformée rayons X en géométrie RSH,
problème connu et bien maîtrisé aujourd’hui [12, 21, 76]. On parle de reconstruction
sans correction d’atténuation.

Si l’atténuation est prise en considération et qu’on envisage une reconstruction
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¤ §
Ëª±ªÍ

FIG. 6.3 – Illustration de l’acquisition des projections en géométrie RSH. Le détecteur
est successivement positionné à trois positions angulaires séparées de Îª± Í autour du
patient. Ces positions sont caractérisées par les vecteurs unitaires ¤ § �[¤ × �[¤ à normaux au
plan du détecteur. Le collimateur RSH présente un angle d’inclinaison de Ë|± Í et subit
une rotation de Ë|Îª±rÍ autour de son axe.

Positions du détecteur Volume effectif¥ Nombre Angle � Í � Distance VE-
collimateur

Diamètre

ë Ë É|Í 2 0,90 uá®K± cm uá® Ë cmË|±ªÍ�� Ë É|Í 3 0,60,120 10 - 17 cm 14 - 17 cm»ª»Ï�IÉ|Í���Ë|±ªÍ 4 0,45,90,135 17 - 24 cm 17 - 18 cm®�Æ Í �!»ª» Í 5 0,36,72,108,144 24 - 30 cm 18 - 19 cm®�É Í �¬®KÆ Í 6 0,30,60,90,120,150 30 - 37 cm 19 cm

TAB. 6.1 – Ordres de grandeur en géométrie RSH pour différentes valeurs de l’angle
d’inclinaison ¥ du collimateur. La quatrième colonne correspond à la distance entre le
centre du volume effectif (VE) et le collimateur.



CHAPITRE 6. ACQUISITION EN GÉOMÉTRIE RSH 127

avec correction d’atténuation analytique, le problème de reconstruction consiste à in-
verser la transformée rayons X atténuée en géométrie RSH. Cependant, aucune solu-
tion exacte à ce problème n’existe à ce jour. Ayant supposé l’atténuation connue et
constante sur la région d’émission, les projections atténuées mesurées peuvent être
converties en projections parallèles exponentielles et le problème se réduit à inver-
ser la transformée rayons X exponentielle en géométrie RSH, problème qui était non
résolu jusqu’à présent. Dans ce chapitre, nous étudions ce problème en détail et propo-
sons une condition nécessaire et suffisante d’inversion. Nous donnons également une
méthode générale d’inversion de la transformée rayons X exponentielle en géométrie
RSH. Finalement, il est montré que la table 6.1 reste valable quand on envisage une
reconstruction de la carte d’émission avec correction d’atténuation analytique.

6.2 Définition de la géométrie RSH

Nous nous intéressons au problème de la reconstruction d’une fonction tridimen-
sionnelle � à partir d’un ensemble de projections parallèles exponentielles

���h�]��� �IÛ ���Åº`» ¼¾½�¿����kÛ ��¿�� �f� �l� Õ � Û ��� ��± (6.1)

connues pour � õ Ô . L’ensemble Ô contient toutes les directions de
Ö ×

correspondant
aux différentes orientations des trous du collimateur RSH pour toutes les positions
du détecteur et du collimateur. Nous supposerons ² positions de la gamma caméra
déterminées par les vecteurs unitaires ¤ C ( EO�â®ª�h�����h�ã² ) perpendiculaires au plan du
détecteur. Pour une position fixée ¤ C du détecteur, le collimateur effectue une rotation
de Ë|Îª±ªÍ autour de son axe de rotation. Le vecteur � , caractérisant la direction des pho-
tons au travers du collimateur, trace alors sur la sphère unitaire un cercle de centre ¤ C
et d’ouverture angulaire »;¥ , où ¥ est l’angle d’inclinaison du collimateur utilisé. Si on
suppose que le même collimateur est utilisé pour chaque position du détecteur, l’en-
semble Ô est constitué de l’union des ² cercles de centre ¤ C et d’ouverture angulaire»;¥ :

Ô¬� �äCHG
§
å �b¤ C �u¥¦� (6.2)

Nous nous limiterons au cas particulier où les ² vecteurs unitaires ¤ C appartiennent
tous au grand cercle

£ �b� Õ � de
Ö ×

. Le vecteur unitaire � Õ indique la direction de l’axe
de rotation du détecteur autour de la table d’examen. La figure 6.4 illustre un exemple
d’ensemble Ô considéré.

Nous définissons le problème de l’inversion de la transformée rayons X exponen-
tielle en géométrie RSH par celui de la reconstruction analytique, exacte et stable de �
à partir d’un ensemble de projections parallèles exponentielles ���l�]�b� �IÛ � connues pour
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¤ ×

� Õ £ ��� Õ �¤ § ¤ à

Ö ×

Ô
FIG. 6.4 – Illustration d’un ensemble Ô en géométrie RSH pour ²æ��Ë .

tout vecteur � appartenant à l’ensemble Ô qui est tel que

Ôç� �äCHG À å ��¤ C �u¥¦�2� ¤ C �Q� Õ��S±è��E°�È®ª���º�é�º�[²ê� (6.3)

où ² , ¥ et ¤ C ��E@�ë®ª�h�����2�[²ì� sont les paramètres dont va dépendre la méthode d’inver-
sion. Si un ensemble Ô de

Ö ×
peut être défini par une relation de la forme (6.3), nous

dirons qu’il est du type RSH.

Nous définissons finalement l’intérieur convexe d’un ensemble RSH Ô :

í ³î � �äCHG À í ³ï~ð ³ IVñ òló (6.4)

Il s’agit simplement du sous-ensemble de
Ö ×

correspondant à l’union des intérieurs
convexes des différents cercles de Ô . Notons que l’ensemble

í ³î est ouvert, car ne
contenant pas sa frontière.

6.3 Algorithme de reconstruction

Dans cette section, nous proposons une condition nécessaire et suffisante (CNS)
d’inversion de la transformée rayons X exponentielle en géométrie RSH. Ensuite, pour
tout ensemble de projections parallèles exponentielles vérifiant notre CNS, nous pro-
posons une méthode analytique générale d’inversion exacte et stable.

Des résultats présentés au chapitre 5, nous déduisons que la méthode de synthèse de
projections parallèles exponentielles permet de synthétiser n’importe quelle projection�f� ð ��' �IÛ � dont la direction ' appartient à l’ensemble

í ³î . Le principe de l’algorithme
de reconstruction en géométrie RSH est de synthétiser un ensemble de projections
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�f� ð ��' �IÛ � correspondant à une géométrie d’acquisition 2D ou plutôt “pseudo-3D”2. La
reconstruction de � est obtenue en utilisant les projections synthétisées dans un schéma
de reconstruction “pseudo-3D” (section 2.4.3), c’est-à-dire en considérant � comme un
empilement de tranches 2D reconstruites chacune par une technique purement 2D. La
CNS présentée ci-après exprime sous quelles conditions une telle reconstruction est
possible.

6.3.1 Condition nécessaire et suffisante d’inversion

Notre condition nécessaire et suffisante s’énonce comme suit :

La reconstruction analytique d’une fonction � à partir de sa transfor-
mée rayons X exponentielle

ÙQô � � � Ú �b� �IÛ � connue pour tout vecteur � õ Ô ,
où Ô est un ensemble du type RSH, est possible de manière exacte et stable
pour tout ¿ÐÀ si et seulement si tout grand cercle de la sphère unitaire ren-
contre Ô .

Cette condition est donc identique à la condition nécessaire et suffisante introduite par
Orlov [59] pour l’inversion de la transformée rayons X.

Soit Ô un ensemble du type RSH constitué de ² cercles de centre ¤ C et d’ouverture
angulaire »]¥ .

La condition est nécessaire. Raisonnons par l’absurde et supposons que certains
grands cercles de

Ö ×
ne rencontrent pas Ô . La condition d’Orlov affirme qu’il est im-

possible d’inverser de manière stable la transformée rayons X pour cet ensemble Ô
de directions. La transformée rayons X ( ¿õÀ_�ö± ) étant un cas particulier de la trans-
formée rayons X exponentielle, il est donc impossible d’inverser cette dernière pour
l’ensemble Ô en question.

La condition est suffisante. La méthode de synthèse de projections parallèles ex-
ponentielles permet de synthétiser n’importe quelle projection parallèle exponentielle�f� � ��' �IÛ � dont la direction ' appartient à

í ³î . Pour qu’une reconstruction de � soit pos-
sible, il suffit donc que, pour l’ensemble �bÔ Ê í ³î � ou un de ses sous-ensembles, il
existe une formule d’inversion de la transformée rayons X exponentielle. En particu-
lier, nous montrons ci-après que si tout grand cercle rencontre Ô , alors il est possible
de synthétiser un ensemble de projections parallèles exponentielles dont les directions' appartiennent à un sous-ensemble de

£ ��� Õ � pour lequel une reconstruction exacte et
stable de � est possible.

2c’est-à-dire correspondant à un ensemble de directions se réduisant à un sous-ensemble d’un grand
cercle de la sphère unitaire.
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Supposons que tous les grands cercles de
Ö ×

rencontrent Ô . En particulier, tous
les grands cercles passant par le point � Õ rencontrent Ô . Soient ' et ' Þ deux vecteurs
unitaires perpendiculaires entre eux appartenant au grand cercle

£ ��� Õ � et repérés par
un angle ª õ Ù ±Ï�u¼ Ù mesuré par rapport à une direction arbitraire de ce même grand
cercle. Voir figure 6.5a (à gauche). Vu que tous les grands cercles passant par le point� Õ rencontrent Ô , le vecteur ' ou le vecteur �l' se trouve(nt) soit sur Ô , soit sur

í ³î ,
pour tout ª õ Ù ±��u¼ Ù . Considérons ces quatre cas séparément. Pour tout ª õ Ù ±��u¼ Ù :

– Si ' �<ª�� õ í ³î , il est possible de synthétiser la projection �$� ð ð ¹ ó ��' �¦ª°�2�IÛ � avec¿ § �<ª����S¿ÐÀ .
– Si ' �¦ª�� õ Ô , la projection �f� ð ð ¹ ó ��' �¦ª°�2�IÛ � avec ¿ § �<ª����ë¿ÐÀ est connue car fai-

sant partie des données du problème.

– Si �l' �¦ª�� õ í ³î , il est possible de synthétiser la projection �$�h�]�÷�l' �¦ª��k�IÛ � , c’est-
à-dire la projection � � ð ð ¹ ó ��' �¦ª°�2�IÛ � avec ¿ § �<ª����ë�è¿ÐÀ .

– Si �l' �<ª�� õ Ô , la projection ��� � ���)' �¦ª°�2�IÛ � , c’est-à-dire �f� ð ð ¹ ó ��' �<ª��2��Û � avec¿ § �<ª����ë�è¿ÐÀ , est connue car faisant partie des données du problème.

Dès lors, dans tous les cas, il est possible de déterminer la projection parallèle ex-
ponentielle ��� ð ð ¹ ó ��' �¦ª°�2�IÛ � avec ¿ § �¦ª��ø� ��¿¦À pour tout ª õ Ù ±��u¼ Ù . Vu que le nombre² de cercles composant Ô est fini, il est toujours possible de trouver une fonction¿ § �<ª�� présentant un nombre fini de discontinuités sur

Ú ±��u¼ Ù . La reconstruction de �
est possible en utilisant les projections �$� ð ð ¹ ó ��' �¦ª��k�IÛ � dans un schéma de reconstruc-
tion “pseudo-3D” (section 2.4.3) incluant la formule d’inversion de la transformée de
Radon exponentielle décrite à la section 3.2.

La figure 6.5a montre un exemple d’ensemble RSH vérifiant notre CNS ainsi que
la fonction ¿ § �<ª�� correspondante. Il est à noter que la fonction ¿ § �¦ª�� peut ne pas
être unique car plusieurs des quatre cas décrits dans la démonstration peuvent se réa-
liser simultanément. Ceci reflète la redondance présente dans les données. La figure
6.5b montre un cas où notre CNS n’est pas satisfaite. Sur cette figure, certains grands
cercles passant par � Õ ne rencontrent pas Ô . On observe que, pour certaines valeurs deª , le vecteur ' �¦ª�� n’appartient ni à Ô , ni à

í ³î . La projection � � ð ð ¹ ó ��' �¦ª��k�IÛ � ne peut
donc être déterminée.

La condition nécessaire et suffisante que nous venons d’introduire assure que les
ensembles du type RSH vérifiant la condition d’Orlov (et donc notre CNS) permettent
une reconstruction exacte et stable de la fonction � à partir de sa transformée rayons X
exponentielle. La table 6.1 reste donc tout à fait valable pour une reconstruction exacte
de la carte d’émission avec correction d’atténuation analytique en géométrie RSH.
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FIG. 6.5 – Illustration de la condition suffisante d’inversion. Le vecteur � Õ est perpen-
diculaire au plan de la figure. Sur la partie gauche, les zones hachurées indiquent les
directions pour lesquelles la méthode de synthèse de projections parallèles exponen-
tielles est utilisée avec ¿ § �á¿ÐÀ . (a) Condition satisfaite. (b) Condition non satisfaite ;
la zone hachurée sur le graphe de la fonction ¿ § �<ª�� indique les valeurs de ª pour
lesquelles il est impossible de déterminer la projection � ��� ð ¹ ó �
� �<ª��2��� � .
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6.3.2 Méthode d’inversion

Soit un ensemble de projections parallèles exponentielles ���l�]�b� ��� � connues sur
un ensemble Ô du type RSH vérifiant notre condition nécessaire et suffisante. Nous
donnons à présent une méthode analytique générale de reconstruction de � à partir des
projections données. Cette méthode découle de la démonstration de notre CNS. Elle
consiste en deux étapes :

1. À partir des projections parallèles exponentielles ���l�]��� ��� � connues pour � � Ô ,
synthétiser un ensemble de projections parallèles exponentielles � ��� ð ¹ ó ��� �<ª��2��� �
pour ª���� ±��u¼�� , où � �¦ª°� est un vecteur unitaire de

£ �b� Õ � et où le coefficient
d’atténuation ¿ § �¦ª°� est une fonction constante et égale à � ¿õÀ par morceaux, et
ne présentant qu’un nombre fini de discontinuités sur � ±��u¼�� .

2. Reconstruire � en utilisant les projections parallèles exponentielles ��� � ��� ��� �
dans un schéma de reconstruction “pseudo-3D” (section 2.4.3) incluant la for-
mule d’inversion de la transformée de Radon exponentielle avec atténuation dé-
pendant de l’angle (série de Neumann, chapitre 3).

Dans la deuxième étape de la reconstruction, l’image � est vue comme un empilement
de tranches parallèles entre elles et perpendiculaires au vecteur � Õ . Chacune de ces
tranches est notée � Õ ���õ���f� où l’indice � indique sa distance signée par rapport à l’ori-
gine du système d’axes ���õ�������r� . Pour chaque valeur de � , la fonction bidimensionnelle� Õ � �õ����� est considérée comme une image 2D que l’on reconstruit par inversion de sa
transformée de Radon exponentielle � ! ���u� Õ � .
6.4 Géométries RSH particulières

Dans cette section, nous étudions trois géométries RSH particulières. Ces trois
géométries correspondent à

– ² cercles couvrant ËªÎª±rÍ
– ² cercles couvrant ®KÆª±rÍ
– ² cercles couvrant ��®KÆª±è�!Ç � Í

Pour chacune de ces géométries, la méthode générale d’inversion présentée ci-avant
peut être particularisée et peut, dans certains cas, déboucher sur une méthode de re-
construction n’utilisant que des techniques 2D du type rétroprojection des projections
filtrées, techniques dont l’implémentation est relativement simple. Nous explicitons
alors la forme de la fonction ¿ § �<ª�� ainsi que la méthode d’inversion utilisée pour re-
construire chaque tranche � Õ ���õ����� .
6.4.1 7 cercles couvrant "$# �&%

La première géométrie particulière que nous proposons d’étudier est celle pour la-
quelle l’ensemble Ô est tel que les ² cercles le constituant couvrent entièrement le
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grand cercle
£ ��� Õ � . La figure 6.6 illustre un tel ensemble Ô . Plus clairement, nous di-

rons qu’un ensemble RSH Ô couvre entièrement Ë|Îª± Í si l’ensemble Ô Ê í ³î contient le
grand cercle

£ ��� Õ � .
Pour tout vecteur � appartenant à

£ ��� Õ � , repéré par un angle ª mesuré par rap-
port à une direction arbitraire de

£ �b� Õ � , il est alors possible de déterminer la projection�f� � ð ¹ ó ��� �¦ª��k��� � avec ¿ § �¦ª°�G�Ê¿¦À pour tout ª'�(� ±��k»;¼�� , soit par synthèse, soit parce
qu’elle fait partie des données du problème.

Vue en perspective Vue en plan

� Õ

� 
ª �� Õ

FIG. 6.6 – Illustration d’un ensemble RSH couvrant entièrement Ë|Îª± Í : ² � ý , ¥��Ëª±ªÍ . � 
 est un vecteur unitaire de
£ ��� Õ � perpendiculaire à � .

Pour un ensemble RSH Ô couvrant entièrement ËªÎª±�Í , nous proposons la méthode de
reconstruction suivante qui se résume en deux étapes :

1. À partir des projections parallèles exponentielles ���l�]��� ��� � données pour � � Ô ,
synthétiser les projections parallèles exponentielles ���l�]��� �¦ª��k��� � pour tout ª)�� ±��k»;¼�� .

2. Reconstruire � en utilisant les projections ���l�;��� �¦ª°�2��� � dans un schéma de re-
construction “pseudo-3D” incluant la formule FBP d’inversion de la transfor-
mée de Radon exponentielle avec atténuation constante ¿¾À sur ËªÎª±ªÍ (section
2.2.3). Pour rappel, cette formule d’inversion nécessite la connaissance des pro-
jections exponentielles de Radon sur un tour complet, ce qui est bien le cas ici.

Cette méthode d’inversion particulière présente l’avantage de n’utiliser que des tech-
niques du type rétroprojection des projections filtrées. Elle présente cependant l’incon-
vénient de nécessiter l’acquisition des projections sur un tour complet autour du lit du
patient, perdant ainsi tous les avantages d’une acquisition sur un demi-tour.
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6.4.2 7 cercles couvrant 
+*¦� %
La géométrie que nous étudions à présent correspond à la situation où les ² cercles

de Ô couvrent exactement un demi grand cercle de
£ �b� Õ�� . La figure 6.7 illustre un tel

ensemble Ô .

Plus clairement, nous dirons qu’un ensemble RSH Ô couvre exactement ®KÆª±ÏÍ si,
pour tout vecteur � de

£ ��� Õ � repéré par un angle ª par rapport à une direction arbi-
traire de référence de

£ ��� Õ � , il est possible de choisir cette direction de référence de
telle sorte que les deux conditions suivantes soient vérifiées simultanément :

– Pour tout ª,�-�e±Ï�u¼$� , le vecteur � �<ª�� se trouve soit sur Ô¢� soit sur
í ³î .

– Pour tout ª,�&�º¼��k»]¼�� , le vecteur � �¦ª°� n’appartient ni à Ô , ni à
í ³î .

Ainsi, pour tout ª,�-� ±��u¼�� , il est possible de déterminer la projection ��� � ��� �¦ª��k��� � , soit
par synthèse, soit parce qu’elle fait partie des données du problème.

� Õ

®KÆª± Í

Vue en planVue en perspective

� Õª � 
 �

FIG. 6.7 – Illustration d’un ensemble RSH couvrant exactement ®KÆ|±ÏÍ : ² ��. , ¥"�Ëª±ªÍ . � 
 est un vecteur unitaire de
£ ��� Õ � perpendiculaire à � .

Pour un ensemble RSH Ô couvrant exactement ®KÆ|± Í , nous proposons la méthode de
reconstruction suivante qui se résume en deux étapes :

1. À partir des projections parallèles exponentielles ���l�]��� ��� � données pour � � Ô ,
synthétiser les projections parallèles exponentielles ��� � ��� �¦ª��k��� � pour tout ª)�� ±��u¼�� .

2. Reconstruire � en utilisant les projections ���l�;��� �¦ª°�2��� � dans un schéma de re-
construction “pseudo-3D” incluant la formule d’inversion de la transformée de
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Radon exponentielle avec atténuation constante ¿¾À sur ®KÆª±ªÍ (série de Neu-
mann) (cf. chapitre 3).

Par rapport à la géométrie RSH correspondant à ² cercles sur ËªÎª± Í , la géométrie dé-
crite dans cette section présente les avantages d’une acquisition sur un demi-tour. Ce-
pendant, l’utilisation de la série de Neumann dans la seconde étape de la reconstruction
demande un effort d’implémentation plus important.

6.4.3 7 cercles couvrant ü 
+*Ð�0/21 þ %
La géométrie RSH particulière étudiée dans cette section constitue une géométrie

intermédiaire entre les deux géométries précédentes. Elle correspond au cas où les ²
cercles de Ô couvrent un demi-cercle de la sphère unitaire allongé d’un arc de cercle
d’ouverture angulaire Ç . La figure 6.8 illustre un tel ensemble Ô .

Plus clairement, nous dirons qu’un ensemble RSH Ô couvre �÷®KÆª± �DÇ·� Í si, pour
tout vecteur � de

£ ��� Õ � repéré par un angle ª par rapport à une direction arbitraire de
référence de

£ ��� Õ � , il est possible de choisir cette direction de référence de telle sorte
que les deux conditions suivantes soient vérifiées simultanément :

– Pour tout ª,�-��� æ × �u¼Ä� æ × � , le vecteur � �<ª�� se trouve soit sur Ô , soit sur
í ³î .

– Pour tout ª,�&�º¼Ä� æ × �k»;¼ � æ × � , le vecteur � �<ª�� n’appartient ni à Ô , ni à
í ³î .

� Õ

Vue en planVue en perspective

ª
� 


� Õ
�

®�Æª± Í �"Ç

FIG. 6.8 – Illustration d’un ensemble RSH couvrant �÷®KÆª± Í��DÇ·� : ² �3. , ¥"� Ëª±ªÍ ,Ç ��Ë|± Í . � 
 est un vecteur unitaire de
£ �b� Õ � perpendiculaire à � .

Pour ce type d’ensemble RSH, deux méthodes de reconstruction différentes peuvent
être envisagées. La première consiste à synthétiser un jeu de projections parallèles ex-
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ponentielles � ��� ð ¹ ó ��� �¦ª��k��� � avec ¿ § �<ª��è� ¿¦À pour ª4�)� ±��u¼�� à partir des projections�f�l�]�b� ��� � données sur Ô . On se retrouve ainsi dans les conditions de la section 6.4.2.
La reconstruction de � est obtenue en utilisant les projections � ��� ð ¹ ó ��� �<ª��2��� � dans un
schéma de reconstruction “pseudo-3D” incluant la formule d’inversion de la transfor-
mée de Radon exponentielle avec atténuation constante sur ®�Æª±ÏÍ (série de Neumann,
chapitre 3). Décrivons à présent la seconde méthode de reconstruction envisagée pour
cette géométrie.

L’idée à la base de la méthode de reconstruction décrite ci-après consiste à utiliser
la méthode de synthèse de projections parallèles exponentielles pour synthétiser des
projections � ��� ð ¹ ó �
� �¦ª°�2��� � dont le coefficient d’atténuation ¿ § �¦ª°� est différent de ¿ÐÀ
pour certaines valeurs de ª et telles qu’il soit possible d’utiliser une méthode FBP 2D
sur ®KÆª±ªÍ pour reconstruire chaque tranche � Õ perpendiculaire à � Õ .

Supposons qu’il soit possible de choisir la direction de référence de ª de telle sorte
qu’il existe une valeur de 56�&� ±��u¼õ½ª»7� telle que pour tout ª2�2� ±���58� Ê �é¼��95h�u¼$� , le
vecteur � �¦ª�� se trouve sur

í ³î et non sur Ô . Dès lors, pour ª:�:�e±Ï��58� Ê �é¼Ó�;5h�u¼<� , il
est possible de synthétiser3 les projections �f��� ð ¹ ó �
� �¦ª°�2��� � avec

¿ § �¦ª����>= ¿ÐÀ5ª°½?5 si ª@�-� ±���5A�¿ÐÀ]�V¼ �&ª°�u½?5 si ª-�-� ¼É�-5h�u¼�� (6.5)

à partir des projections parallèles exponentielles données pour � �ÓÔ . Pour ª@�-�B5l�u¼O�5C� , le vecteur � �<ª�� se trouve
– soit sur

í ³î et il est donc possible de synthétiser la projection �$�h�]�
� �<ª��2��� � ,
– soit sur Ô et la projection ���h�]�
� �<ª��2��� � est connue car faisant partie des données

du problème.
En conclusion, il est possible de déterminer, à partir des projections parallèles ex-
ponentielles ���l�]�b� ��� � connues pour � �áÔ , les projections �$��� ð ¹ ó �
� �<ª��2��� � pour toutªD�4�e±Ï�u¼�� dont le coefficient atténuation est la fonction trapèze suivante (voir section
2.2.3) : ¿ § �¦ª°���S¿ÐÀ�EGF[�<ª�� (6.6)

où 5 est un paramètre fixé dans l’intervalle � ±��u¼õ½ª»7� . La figure 6.9 illustre la situation.

Pour un ensemble RSH Ô couvrant �÷®KÆª±��ìÇ·� Í , nous proposons la méthode de recons-
truction suivante qui se résume en trois étapes :

1. Déterminer la direction de référence et le paramètre 5H�I� ±��u¼¾½|»7� tels que le vec-
teur � �¦ª°� appartienne à

í ³î pour tout ª-�,�e±���58� Ê �º¼ �H5h�u¼$� , l’angle ª étant mesuré
par rapport à cette direction de référence. Il est important de remarquer que cette
étape est nécessaire. S’il est impossible de déterminer une direction de référence

3Pour rappel, la méthode de synthèse de projections parallèles exponentielles ne peut pas être utilisée
lorsque la direction ¿ de la projection à synthétiser se trouve sur la trajectoire ã .
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FIG. 6.9 – Synthèse des projections � ��� ð ¹ ó �
� �<ª��2��� � pour un ensemble RSH couvrant��®�Æª±ªÍ¾�"Ç·� . Les zones hachurées indiquent les directions des projections synthétisées
dont le coefficient d’atténuation ¿ § �¦ª�� est différent de ¿ÁÀ : ²Ì�R. , ¥É�¨Ëª±ªÍ , Ç �SËª±ªÍ ,5 �ë®KÆªÍ .

et un paramètre 5 respectant cette condition, la méthode décrite ici ne peut être
appliquée.

2. À partir des projections parallèles exponentielles ���l�]��� ��� � connues pour � �Ô , synthétiser les projections parallèles exponentielles � � � ð ¹ ó �
� �<ª��2��� � pour toutª@�S� ±��u¼�� où le coefficient d’atténuation ¿ § �<ª�� est donné par (6.6).

3. Reconstruire � en utilisant les projections � ��� ð ¹ ó ��� �¦ª��k��� � dans un schéma de
reconstruction “pseudo-3D” incluant la formule FBP permettant d’inverser la
transformée de Radon exponentielle avec atténuation dépendant de l’angle
(anti-symétrique par rapport à ¼ ) sur ®KÆ|±�Í (section 2.2.3).

Cette méthode de reconstruction présente les avantages des deux géométries précé-
dentes. Elle bénéficie tout d’abord des avantages d’une acquisition sur un demi-tour (à
condition que l’angle Ç ne soit pas trop grand). Ensuite, l’implémentation de la mé-
thode ne nécessite que des techniques du type rétroprojection des projections filtrées
(pour autant que l’angle Ç soit assez grand ; une valeur de Ç trop petite implique in-
évitablement que la formule FBP utilisée dans la troisième étape de la méthode devient
instable).

6.5 Vérification de la méthode

Nous proposons ici de montrer que la méthode d’inversion de la transformée rayons
X exponentielle fournit des images de bonne qualité. La méthode de reconstruction est
testée sur des données simulées à partir d’un fantôme 3D simplifié du cœur composé
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de trois ellipsoïdes. Une description complète de ce fantôme est fournie à l’annexe
C.1. Il doit être clair que cette section ne porte que sur la vérification de la méthode
d’inversion. Les données de simulation correspondent à un jeu de projections paral-
lèles exponentielles idéales, c’est-à-dire calculées de manière analytique sur base des
définitions des ellipsoïdes constituant le fantôme.

Dans cette étude, nous nous limitons à 3 géométries RSH particulières. Nous consi-
dérons tout d’abord un angle d’inclinaison du collimateur ¥ �SËª± Í tout au long de nos
simulations. Les géométries considérées correspondent à 6 cercles tangents couvrantËªÎª± Í , 3 cercles tangents couvrant exactement ®�Æª± Í et 4 cercles non-tangents couvrant»Ï®K± Í ( Çµ��Ëª± Í ). Pour cette dernière géométrie, deux implémentations sont proposées.

6.5.1 Détails d’implémentation

Supposons que les projections parallèles exponentielles ���h�K�b� ��� � soient connues
pour un ensemble Ô du type RSH vérifiant notre CNS. D’une manière générale, la
méthode de reconstruction en géométrie RSH peut être implémentée de la manière
suivante :à Étape 1. À partir des projections données, synthétiser un jeu de projections parallèles
exponentielles �f��� ð ¹ ó �
� �<ª��2��� � pour ª appartenant à l’intervalle � ±��k»;¼�� ou � ±��u¼�� selon
la géométrie considérée.à Étape 2. Reconstruire � en utilisant les projections synthétisées � � � ð ¹ ó ��� �<ª��2��� � dans
un schéma de reconstruction “pseudo-3D” incluant la formule d’inversion 2D adéquate
(série de Neumann ou rétroprojection des projections filtrées). Chaque tranche � Õ est
reconstruite indépendamment des autres tranches.

Avant de donner les détails d’implémentation des étapes 1 et 2 du processus de
reconstruction, nous décrivons les trois géométries étudiées. La première géométrie
étudiée (voir figure 6.10a) consiste en 6 cercles d’ouverture angulaire égale à Îª±ÏÍ dont
les centres ¤ T ( U@�Å®ª���h���h�[Î ) sont uniformément répartis sur le grand cercle

£ �b� Õ � :

¤ T �µ��VXWZY���®]»|± Í �S�
UÁ�¬®]�fÎ|± Í �k��Y�[]\õ��®]»I± Í ���
UÁ�¬®K�fÎª± Í �k�[±r�k�^U@�ë®ª�����h�l�[Î (6.7)

La seconde géométrie étudiée (voir figure 6.10b) consiste en 3 cercles d’ouverture
angulaire égale à Îª±rÍ dont les centres ¤ T ( UR� ®|�k»Ï�[Ë ) sont angulairement espacés deÎª±ªÍ :

¤ T¦�µ�
V_WZYK�÷®]»|± Í �S�
Uõ�ç®]�fÎª± Í �2��Y�[`\Á��®]»|± Í �S�
UÁ�¬®]�fÎ|± Í �k�[±r�2�)U°�Å®ª�k»Ï�[Ë (6.8)

Finalement, la dernière géométrie étudiée (voir figure 6.10c) consiste en 4 cercles d’ou-
verture angulaire Îª±rÍ dont les centres ¤ T ( Uø� ®ª�k» �[Ë���. ) sont angulairement espacés dea ±ªÍ :

¤ T¦�µ��VXWZY���®K± a Í �S�
UÁ�¬®]� a ± Í �k��Y�[]\õ��®K± a Í ����U¾�­®]� a ± Í �k�[±r�k�^U@�ë®ª�k»Ï�ãË���. (6.9)
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FIG. 6.10 – Illustration des géométries RSH étudiées. (a) 6 cercles tangents sur ËªÎª± Í .
(b) 3 cercles tangents sur ®KÆª±rÍ . (c) 4 cercles non-tangents sur »Ï®�±�Íh� (d) Illustration de
la paramétrisation des vecteurs � et � 
 ; l’angle polaire ª est mesuré par rapport à � Õ
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Implémentation de l’étape 1

L’étape 1 du processus de reconstruction consiste à synthétiser un jeu de projec-
tions parallèles exponentielles � ��� ð ¹ ó ��� �¦ª��k��� � à partir des projections ���h�]��� ��� � . La
figure 6.10d illustre la paramétrisation du vecteur � dans les axes ��� k��[� l;�[� Õ � :

� �¦ª���� �÷�mY�[]\»ª ��V_WZY«ª �[±r� (6.10)

De la même manière, nous avons introduit le vecteur � 
��<ª��¯�ö�
V_WZY«ª ��YC[`\»ª �[±ª� . Pour
la géométrie présentant ² �ÌÎ cercles, la variable ª appartient à l’intervalle � ±��k»]¼��
tandis que pour les deux autres géométries, cet intervalle est réduit à � ±��u¼�� . Le choix
du coefficient d’atténuation ¿ § �<ª�� des projections synthétisées dépend essentiellement
de la géométrie considérée. La figure 6.11 indique le choix que nous avons réalisé
pour chacune des géométries. De plus, elle indique le numéro du cercle à partir duquel
la projection ��� � ð ¹ ó ��� �¦ª��k��� � est synthétisée pour une valeur de ª fixée. Par exemple,
pour la géométrie constituée de 3 cercles tangents, la projection � ��� ðon Àqp ó �
� �bÆ|± Í �2��� � est
synthétisée pour ¿ § �bÆª± Í �y� ¿¦À à partir des projections données sur le cercle 2 (c’est-
à-dire de centre ¤ × ). Pour la géométrie constituée de 4 cercles, nous proposons deux
choix pour ¿ § �¦ª�� , ce qui conduit à deux implémentations différentes de l’inversion.

Par la suite, nous supposons connues ²G³
r ä ³�ísr projections ��� � ��� ��� � par cercle. Les
données du problème de reconstruction sont donc ² ²_³�r ä ³�íBr projections parallèles ex-
ponentielles, où ² est le nombre de cercles de la géométrie considérée. Nous avons
discrétisé la variable ª (qui fixe l’échantillonnage du vecteur � sur le cercle

£ �b� Õk� ) de
la manière suivanteªutè��¶�Ç¸ª � Ç¼ªÑ� ¼ ou »;¼²R¹ � ¶ �¨±������h�h�]��²R¹��¬®]� (6.11)

où Ç¸ª est le pas d’échantillonnage et ²>¹ est le nombre d’échantillons. La synthèse des²R¹ projections �f��� ð ¹ ó �
� �<ª��2��� � est réalisée par l’algorithme des directions ordonnées
présenté au chapitre 5. Le nombre d’opérations nécessaires à la synthèse d’une projec-
tion étant proportionnel à ë à , l’étape 1 du processus de reconstruction en géométrie
RSH présente un nombre d’opérations de l’ordre de ²º¹�ë à �¡ëRv si ²R¹	�¡ë .

Implémentation de l’étape 2

Dans cette étape de la reconstruction, � est reconstruite en utilisant un schéma
de reconstruction “pseudo-3D” (section 2.4.3). Dans ce schéma, � est vue comme un
empilement de tranches � Õ perpendiculaires à � Õ reconstruites séparément. Les valeurs
de la projection exponentielle de Radon �w! ���u� Õ �c�¦ª ��x¦� correspondent aux valeurs de la
projection parallèle � ��� ð ¹ ó ��� �¦ª��k��� � le long de la droite d’équation � �yxz� 
 �D�ª� Õ ( �
étant fixé) : � ! ���©� Õ �c�¦ª ��x¦����� ��� ð ¹ ó ��� �<ª��2��xG� 
 �<ª��Á�;�ª� Õ � (6.12)
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FIG. 6.11 – Choix de la fonction ¿ § �¦ª�� . (a) 6 cercles tangents sur Ë|Îª±rÍ . (b) 3 cercles
tangents sur ®KÆª±ªÍ . (c) 4 cercles non-tangents sur »Ï®�±�Í (implémentation par série de
Neumann). (d) 4 cercles non-tangents sur » ®K± Í (implémentation par rétroprojection
des projections filtrées). Les chiffres apparaissant sur les graphes de la fonction ¿ § �¦ª°�correspondent au numéro du cercle à partir duquel la projection �~��� ð ¹ ó ��� �¦ª°�2��� � est
synthétisée.
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Cette relation est valable pour xm�m� � et ª-�-� ±��u¼�� ou � ±��k»;¼�� selon la géométrie. Dans
la suite de cette section, nous ne considérerons donc plus que la reconstruction de la
fonction 2D � Õ ���õ����� .

La méthode utilisée pour l’inversion de � ! ���u� Õ �{�<ª ��x~� dépend de la forme de la
fonction ¿ § �¦ª�� . Pour la géométrie constituée de 3 cercles tangents sur ®KÆ|± Í , nous uti-
lisons la théorie du chapitre 3 portant sur l’inversion de la transformée de Radon ex-
ponentielle avec atténuation constante sur ®KÆª±�Í . Voir la section 3.4.1 pour les détails
d’implémentation. Il en va de même pour la géométrie constituée de 4 cercles non-
tangents sur »Ï®K± Í pour laquelle nous avons choisi la fonction ¿ § �<ª�� donnée à la figure
6.11c. Le nombre d’opérations nécessaires à l’étape 2 est de l’ordre de � v .

Pour la géométrie constituée de 6 cercles tangents sur ËªÎ|± Í et celle constituée de 4
cercles pour laquelle nous avons choisi la fonction ¿ § �<ª�� donnée à la figure 6.11d, nous
utilisons l’algorithme de rétroprojection des projections filtrées que nous détaillons ci-
après. Dans un premier temps, les projections exponentielles de Radon sont filtrées :

� ! ���u� Õ �]���¦ªø��x~���^�X� ����x���� ! ���u� Õ �c�¦ª ��x�� ��¶|���k�¦ª ��x·�,x���� (6.13)

où le filtre ¶ª��� est donné par

� � § ¶|� � �c�¦ªø���õ��� =�� ���× �)� × sign �
�õ��¿ � § �¦ª�� si � ���+��� ¿ § �������± sinon
(6.14)

Nous avons discrétisé l’intégrale (6.13) de la manière suivante

� ! ���u� Õ � � ����t|��x��Â���LÇ�x���  Ã §¡�u¢¤£fÀ � ! ���u� Õ �c���utI��x��u¢ ��¥§¦��� ���ut;�]�=� ��� � ��Ç�x¦� (6.15)

où la variable x est échantillonnée de manière uniformex��!�:x$À@�!�SÇ¨xõ� � �S±��������2�]��²ª©y�¬®]� (6.16)

avec x�À choisi de telle sorte que les ²«© échantillons soient centrés à l’origine ( x ��± ).
La fonction ¶ ¦��� est une version à bande limitée de ¶�� � définie par

¶¬¦��� ��� ��x~��� � � ��� ­ ð §�® ×°¯ © ó �±�²� � § ¥����°�c��� ���Á�O�©��®¯�� × �Á�­ × V_WZY]�b»;¼õÇ�x��õ�u�´� � × � � ©
(6.17)

avec  × �,�e±��ã±�� a � .
Les projections filtrées sont ensuite rétroprojetées suivant la formule

� Õ ���õ��������� �´³ �À �¬� � Ã ��� ð¤µ ó ð Ã k�¶`·w¸ µ�¹ l&º�»°¶ µ ó �w!Ä� � � Õ � � ��� ��x �R�mV_WZYG� �S�0YC[`\¼���
(6.18)
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Deux cas sont à différencier. Le cas � �Á��½|�y�Ê��®|�k»ª� correspond à la géométrie consti-
tuée de 6 cercles tangents ( ¿ § �����Ä��¿ÐÀ ) tandis que ���Á��½ª� � �i» ��®]� correspond à la
géométrie constituée de 4 cercles non-tangents pour laquelle nous avons choisi la fonc-
tion ¿ § �������¨¿¦À�E § Àqp;����� (voir figure 6.11d). Nous avons discrétisé cette intégrale de la
manière suivante :

� Õ ���õ�������"�yÇ²� ��¾ Ã §¡t�£fÀ � Ã ��� ð¤µ�¿ ó ð Ã kÀ¶]·w¸ µ�¿C¹ l�¶]·w¸ µ�¿ ó � ! ���u� Õ � � ����tI���ÁVXWZYG�ut��S�ÂY�[]\¼�utK�
(6.19)

où Ç´� �Ã½]¼¾½h² µ . Si la tranche � Õ � �õ����� est reconstruite sur une grille de ² k ¹�² l
pixels, le nombre d’opérations nécessaires à l’étape de rétroprojection est proportion-
nel à ² k ² l ² µ . Dès lors, le nombre d’opérations nécessaires au calcul de la tranche � Õ
est proportionnel à ² µ ²H©}Ä]WZÅ�²ª© et à ² k ² l ² µ . Si l’image tridimensionnelle � est re-
construite sur ² Õ tranches � Õ , c’est-à-dire sur une grille de ² k ¹�² l ¹�² Õ voxels consti-
tuée de l’empilement de ces tranches, avec ² k � ² l �ë² Õ �(� et ² µ � ²ª©_�y� ,
le nombre d’opérations nécessaires lors du processus de reconstruction est de l’ordre
de �Rv .

En conclusion, quel que soit le nombre ² de cercles constituant la géométrie RSH
considérée et le nombre ²	³�r ¦ ³�Æsr de projections données par cercle, le nombre d’opé-
rations nécessaires à la reconstruction d’une image tridimensionnelle � sur une grille
cubique de taille � ¹Ç� ¹Ç� est de l’ordre de �)v .
6.5.2 Reconstructions

Pour tester notre méthode de reconstruction, nous avons utilisé le fantôme 3D du
cœur décrit à l’annexe C.1. Quelle que soit la géométrie étudiée, nous avons choisi²R³�r ¦ ³�Æsr´� Ër» , c’est-à-dire 32 projections dont les directions sont uniformément répar-
ties sur chaque cercle. Les projections parallèles exponentielles �~� � ��� ��� � sont simulées
avec ¿ÁÀÂ�L±��Q±r» mm Ã § sur des grilles carrées centrées à l’origine ��� ��±ª� de ®�±ª± ¹�®K±ª±
pixels de dimensions ®|� a mm ¹�®ª� a mm.

L’algorithme des directions ordonnées est utilisé avec les paramètres suivants

²R¸��Å®]»|Æ���²«Æ��S²ªÈÁ�Å®K±|±���Ç´Éõ�¨ÇËÊ��ë®ª� a mm (6.20)

quelle que soit la projection synthétisée. Le nombre de projections synthétisées est égal
à ² µ �ë®]» ® quelle que soit la géométrie.

L’image � est reconstruite sur une grille cubique centrée à l’origine de ² k ¹Â² l ¹ ² Õ
voxels cubiques de dimensions ÇË�¨¹¨Ç¨�!¹¨Ç¨� , où ² k � ² l � ² Õ � ®K±ª± etÇË�D�ÊÇ����æÇ¨� ��®ª� a mm. Nous donnons à présent les détails particuliers relatifs
à chacune des 4 reconstructions présentées ci-après.
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Pour la géométrie constituée de 6 cercles tangents sur ËªÎª± Í , la méthode de syn-
thèse de projections parallèles exponentielles est utilisée avec  § � ± , ce qui corres-
pond à une fenêtre de filtrage rectangulaire tandis que la reconstruction des différentes
tranches � Õ par l’algorithme de rétroprojection des projections filtrées est réalisée avec × � ±�� a , ce qui correspond à une fenêtre de filtrage de Hanning. Notons que les
projections synthétisées sont échantillonnées sur ËªÎ|± Í avec un pas angulaire égal à»;¼¾½l² µ �L»Ï�sÌ±Í a Í . La figure 6.12 (2ème ligne) montre le résultat de la reconstruction.

La figure 6.12 (3ème ligne) montre le résultat de la reconstruction pour la géomé-
trie constituée de 3 cercles tangents sur ®KÆ|± Í . Pour cette reconstruction, nous avons
utilisé une série de Neumann limitée à 12 termes. Pour chacune des ² Õ tranches re-
construites, la norme de l’opérateur Î a été estimée à ÏÐÎÑÏ�� ®ª�Q±ªÎªËÏ® . Dès lors, nous
avons utilisé l’opérateur relaxé ÒÎ²ÓÕÔ�È présentant une norme égale à �`�ÖÒÎ²ÓÕÔ�È��]�¾�Ì±Ï�¤Íª»IÆ .
Notons que les projections synthétisées étaient échantillonnées sur ®KÆ|±ÏÍ avec un pas
angulaire égal à ¼¾½h² µ �Å®ª�s.ªÆ±Í a Í .

Pour la géométrie constituée de 4 cercles non-tangents sur »Ï®K± Í , deux reconstruc-
tions sont proposées. Pour la première, la méthode de synthèse de projections expo-
nentielles a été utilisée avec  § �S± et nous avons utilisé une série de Neumann limitée
à 12 termes ( ÏÐÎÑÏG�æ®ª�Q±ªÎªËÏ® et �`� ÒÎ²ÓÕÔ�ÈC�`�~� ±��¤Í|»|Æ ). Pour la reconstruction obtenue par
l’algorithme de rétroprojection des projections filtrées, nous avons utilisé  § � ±�� a
pour la synthèse des projections exponentielles. Ensuite, la reconstruction tranche par
tranche a été réalisée avec  × �S±�� a . Notons que dans les deux cas, les projections syn-
thétisées sont échantillonnées sur ®KÆª± Í avec un pas angulaire égal à ¼¾½l² µ �µ®ª�B.rÆ±Í a Í .
Les résultats de reconstruction sont donnés à la figure 6.13.

Quelle que soit la géométrie considérée, les résultats de reconstruction obtenus sont
de bonne qualité. Il est à noter tout de même la présence de quelques artéfacts dans
la reconstruction correspondant à la géométrie constituée de 4 cercles implémentée
par l’algorithme de rétroprojection des projections filtrées. Cela est essentiellement
dû au fait que la méthode de synthèse de projections parallèles exponentielles a été
utilisée avec un coefficient d’atténuation ¿ § des projections synthétisées différent de¿ÐÀ . Pour les 3 autres méthodes de reconstruction, ¿ § �������S¿ÐÀ pour toute valeur de � et
l’ouverture angulaire des cercles est inférieure à Ìª±�Í . Voir la section 5.2.2 pour l’étude
du comportement numérique de la méthode de synthèse.

6.5.3 Fonctions de transfert

Nous étudions à présent le comportement fréquentiel de notre méthode d’inversion
en présentant les fonctions de transfert locales pour les trois directions principales � k ,� l , � Õ et correspondant au point �b±��[±Ï�[±r� de � � à . Les définitions et détails de calcul de
ces fonctions sont donnés à l’annexe C.2. Nous présentons les 4 groupes de fonctions
de transfert correspondant aux 4 méthodes de reconstruction étudiées ci-avant. Remar-
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FIG. 6.12 – Résultats de reconstruction. 1ère ligne : fantôme discrétisé idéal. 2ème
ligne : 6 cercles tangents sur ËªÎ|±�Í . 3ème ligne : 3 cercles tangents sur ®KÆ|±�Í .
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FIG. 6.13 – Résultats de reconstruction pour la géométrie constituée de 4 cercles non-
tangents sur »Ï®K±ªÍ . 1ère ligne : fantôme discrétisé idéal. 2ème ligne : implémentation
par série de Neumann. 3ème ligne : implémentation par rétroprojection des projections
filtrées.
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quons que la gaussienne utilisée pour le calcul des MTF a été reconstruite avec les
mêmes paramètres que ceux utilisés pour reconstruire le fantôme du cœur, cela quelle
que soit la géométrie étudiée.

La figure 6.14 montre les fonctions MTF k , MTF l et MTF Õ pour les 4 méthodes
considérées. Tout d’abord, nous remarquons que la résolution spatiale est meilleure
dans la direction � Õ , cela pour n’importe quelle des quatre méthodes. Ensuite, pour les
basses fréquences ( �,×�±��Q±ªÆ ), les deux fonctions de transfert MTF k et MTF l sont as-
sez semblables, ce qui indique une résolution spatiale assez uniforme dans les tranches
perpendiculaires à � Õ . Finalement, c’est la géométrie RSH constituée de 4 cercles im-
plémentée par FBP qui présente la plus faible résolution spatiale, quelque soit la di-
rection. Cela est essentiellement dû au fait d’avoir utilisé la fenêtre d’apodisation de
Hanning (  § ��±Ï� a et  × �S±�� a ) qui est plus sévère envers les hautes fréquences que la
fenêtre rectangulaire.
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FIG. 6.14 – Fonctions de transfert locales de la méthode d’inversion en géométrie
RSH correspondant au point Ø
Ù§Ú�Ù§Ú�Ù±Û de Ü Ý	Þ . (a) 6 cercles tangents sur ßZàZÙ±á . (b) 3
cercles tangents sur âAãZÙ±á . (c) 4 cercles non-tangents sur ä+â8Ù±á , implémentation FBP.
(d) 4 cercles non-tangents sur ä+âAÙ�á , implémentation par série de Neumann.



Chapitre 7

Expérience avec données réelles

Les résultats présentés dans ce chapitre correspondent au traitement de projections
parallèles atténuées réelles acquises au Medical Imaging Research Laboratory (MIRL)
de l’Université d’Utah. Un prototype de scanner RSH SPECT y est en effet en cours
de développement par le Professeur Rolf Clackdoyle. Les mesures furent acquises lors
d’un séjour au MIRL réalisé en juillet 2000. Nous tenons à remercier Paul Christian et
Girish Bal du MIRL pour toute l’aide qu’ils nous ont apportée lors de la prise en main
et de l’utilisation du scanner.

7.1 Description de l’expérience

7.1.1 Le scanner

Le scanner est un scanner médical SPECT classique. Il comporte une table et trois
détecteurs munis chacun à l’origine d’un collimateur à trous parallèles conventionnel,
c’est-à-dire dont l’orientation des trous est perpendiculaire à la surface du détecteur.
La figure 7.1 montre une photographie du scanner. Les trois détecteurs peuvent subir
une rotation autour de l’axe du lit d’examen et la distance entre l’axe de rotation et
le détecteur peut être fixée par l’utilisateur. La position de la table d’examen présente
trois degrés de liberté : elle peut subir une translation selon l’axe de rotation des détec-
teurs, une translation verticale ou encore une translation latérale.

Lors de nos mesures, un seul des trois détecteurs a été utilisé et le collimateur
conventionnel correspondant a été remplacé par un prototype de collimateur rotatif à
trous obliques à deux segments. La figure 7.2 montre une photographie du collima-
teur RSH utilisé avant montage sur la tête du détecteur. On voit sur cette figure les
deux segments séparés par un diamètre. Pour chacun de ces segments, l’orientation
des trous présente un angle de Ëª±�Í avec la normale au collimateur. La rotation et le
positionnement du collimateur sont pilotés par un ordinateur PC.

149
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FIG. 7.1 – Photographie du scanner où l’on peut observer la table d’examen et trois
détecteurs conventionnels.

FIG. 7.2 – Photographie du collimateur RSH monté sur un des trois détecteurs du
scanner. La ligne blanche épaisse indique la séparation entre les deux segments.
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7.1.2 Le fantôme

Les mesures que nous avons réalisées correspondent à un fantôme statique du
cœur1, utilisé couramment lors de tests de différentes méthodes rencontrées en ima-
gerie SPECT. Ce fantôme est constitué de l’assemblage d’un cylindre creux et d’une
demi-sphère creuse (figure 7.3). Une fois rempli d’un traceur radioactif, ce fantôme
modélise approximativement la distribution spatiale moyenne (sur le temps) de la
concentration d’un traceur radioactif qui se serait fixé dans les parois du cœur en mou-
vement d’un patient standard. De plus, ce fantôme présente un défaut, c’est-à-dire une
zone où le produit radioactif ne peut aller se placer. Ce défaut modélise une mauvaise
irrigation sanguine dans une des parois du cœur. Pour nos expériences, le traceur ra-
dioactif utilisé fut l’isotope Technetium 99m qui présente une demi-durée de vie égale
à ÎÏ��±ªË heures. Insistons sur le fait que, une fois introduit dans le fantôme du cœur, le
traceur radioactif a une concentration uniforme sur tout le volume occupé.

(a) (b)

60mm

85mm

FIG. 7.3 – Illustration du fantôme du cœur utilisé pour nos mesures. (a) Vue en pers-
pective. (b) 3 coupes selon 3 directions perpendiculaires entre elles.

Une fois rempli, le fantôme du cœur a été fixé à l’intérieur d’une cuve cylindrique
à base elliptique modélisant le thorax dont les dimensions de la base sont 31.5cm
pour le grand diamètre intérieur et 23.5cm pour le petit diamètre intérieur. De plus,
une bouteille fermée en plastique et remplie d’air a été disposée à côté du fantôme
afin de simuler une atténuation non constante en dehors de la zone d’émission. La
figure 7.4 montre une photographie du scanner adapté pour notre expérience et du
positionnement de la cuve cylindrique sur la table d’examen tandis que la figure 7.5
fournit un schéma du système de mesures.

1Il s’agit du standard Data Spectrum cardiac insert.
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FIG. 7.4 – Photographie du scanner adapté pour nos mesures sur laquelle on voit le
collimateur RSH et la cuve cylindrique contenant le fantôme du cœur.

7.1.3 Les projections

Pour notre expérience, nous avons considéré 4 positions du détecteur autour de la
table d’examen. Ces positions sont détaillées à la section 7.1.4 avec la description de
la géométrie d’acquisition. Pour chacune des positions de la caméra, le collimateur a
subi une rotation de ËªÎª±rÍ autour de son axe de rotation. Plus précisément, 32 positions
du collimateur uniformément réparties sur ËªÎª±�Í ont été considérées.

Pour chaque position du collimateur, deux projections parallèles du fantôme sont
mesurées simultanément grâce aux deux segments du collimateur RSH. Par la suite,
nous appelons prise de vue l’acquisition simultanée de deux projections parallèles sur
le détecteur. Lors de nos mesures, chaque prise de vue fut acquise sur une grille carrée
de » a ÎÄ¹ » a Î pixels de dimensions »Ï�QËªË mm ¹�»Ï�QËªË mm tandis que la durée de comp-
tage des photons a été fixée à 30 secondes par prise de vue2. Sachant que le temps
écoulé entre la fin d’une prise de vue et la suivante était égal à 15 secondes, la durée
d’une acquisition complète fut de . ¹ÑËr»·¹­��Ëª±¢��® a �è� a Í|Îª± secondes, soit 1 heure
et 36 minutes, temps auquel il faut encore ajouter quelques minutes pour faire passer
le détecteur d’une position à la suivante et pour régler les paramètres de position de la
table et du détecteur. Nous avons en effet dû adapter la position de la table (translation
verticale et latérale) ainsi que la distance entre l’axe de rotation et le détecteur afin
d’assurer l’acquisition de projections non tronquées, c’est-à-dire de projections telles
que la projection du fantôme au travers de chaque segment du collimateur soit com-

2Le nombre de photons comptés était de l’ordre de åÐæ çéè«å�ê b par prise de vue.
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FIG. 7.5 – Schéma du système de mesures. Nous n’avons représenté que le détecteur
utilisé. Les flèches en pointillé indiquent les mouvements possibles des différents élé-
ments du scanner.
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plètement mesurée sur la surface du détecteur.

Au cours de l’acquisition, le traceur radioactif se désintégrait avec un taux ï direc-
tement lié à sa demi-durée de vie E §�® × :

� Ã¬ð�ñ �]ò�ó ��±�� a �<ô ï � Ä]\è»E §�® × (7.1)

Pour le Tc99m, la taux ï est égal à ±��Q±ª±�®8ÌÏ® a ÆªË minute Ã § . Il a donc été nécessaire de
corriger le phénomène de décroissance radioactive en multipliant chaque prise de vue
par un facteur dépendant de l’instant de sa mesure. Supposons que l’acquisition des
mesures ait commencé à l’instant Ê �w± . La prise de vue obtenue en comptant les
photons entre l’instant Ê § et Ê × ( Ê × �@Ê § ��Ë|± secondes dans notre cas) est alors divisée
par le facteur � ÈÖóÈÕ� �ZÊ�� Ã¬ð È � � Ã¬ð ÈÕ� ��� Ã¬ð ÈÖóï (7.2)

Nous observons que plus Ê § est grand, plus le numérateur de cette fraction tend vers
zéro, ce qui revient à multiplier la prise de vue par un nombre d’autant plus grand que
la désintégration de l’isotope est avancée.

Nous avons eu l’occasion d’acquérir deux jeux complets de mesures :

– Dans un premier temps, la cuve cylindrique était vide, c’est-à-dire remplie d’air.
Le jeu de projections parallèles obtenus correspondait donc à un ensemble de
projections non-atténuées, c’est-à-dire correspondant à une carte d’atténuation
identiquement nulle. La figure 7.6 (1ère ligne) montre deux prises de vue corres-
pondant à l’expérience “cuve vide”. Les projections furent, dans ce cas, traitées
comme de simples projections parallèles, négligeant ainsi toute atténuation.

– Lors de la seconde expérience, la cuve fut remplie d’eau afin de simuler une
carte d’atténuation pratiquement uniforme dans la région d’émission mais non-
uniforme en dehors de cette région. La figure 7.6 (2ème ligne) montre deux
prises de vue correspondant à l’expérience “cuve pleine”. La comparaison des
deux lignes d’images sur cette figure illustre clairement l’effet de l’atténuation
subie par les photons.

Remarquons que l’utilisation d’un collimateur RSH à 2 segments permet en prin-
cipe de limiter la rotation du collimateur à ®KÆª± Í autour de son axe tout en mesurant un
jeu de projections parallèles dont les directions correspondent à un cercle complet de
la sphère unitaire. En effet, chaque segment fournit dans ce cas les projections sur un
demi-cercle. Dans nos expériences, nous avons fait subir au collimateur une rotation
de Ë|Îª± Í autour de son axe de rotation. Ayant choisi 32 positions uniformément échan-
tillonnées du collimateur, chaque projection parallèle fut mesurée deux fois en des
instants différents. Après correction du phénomène de décroissance radioactive, nous
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FIG. 7.6 – Quelques prises de vue. (1ère ligne) Sans atténuation (expérience “cuve vi-
de”). (2ème ligne) Avec atténuation (expérience “cuve pleine”). Chaque colonne cor-
respond à une même position du détecteur et du collimateur.



156 7.2. RECONSTRUCTIONS

avons moyenné les deux mesures relatives à chaque projection avant de commencer
tout autre traitement.

7.1.4 La géométrie RSH considérée

Comme nous l’avons déjà mentionné précédemment, quatre positions du détec-
teur ont été considérées. Ces positions sont caractérisées par le vecteur unitaire ¤ T$�
U@�®ª�k» �[Ë���.�� perpendiculaire à la surface du détecteur. Dans notre expérience, les quatre
vecteurs ¤ T étaient angulairement espacés de

a ± Í et mesurés par rapport à la verticale
inférieure comme le montre la figure 7.7. Cette figure illustre également le choix du
système d’axes orthonormés �b� k �ã� l|�ã� Õ � . Le vecteur � Õ est parallèle à la table d’exa-
men, c’est-à-dire orienté selon l’axe de rotation principal du système. Le vecteur � l
pointe vers le sol avec un léger angle d’inclinaison de

a Í par rapport à la direction
verticale inférieure. Ce choix correspond à une des géométries d’acquisition étudiées
au chapitre 6. Il s’agit de la géométrie RSH constituée de 4 cercles non-tangents sur»Ï®K±|Í et d’ouverture angulaire égale à Îª±�Í .

� Õ

»|±ªÍ
a ±ªÍ

a ± Í

a ±ªÍ

¤ à
¤ v

¤ ×
¤ §� l

� k

FIG. 7.7 – Illustration des quatre positions du détecteur, mise en place du système
d’axes orthonormés �b� k��ã� lI�ã� Õ � et description de la géométrie d’acquisition des projec-
tions.

7.2 Reconstructions

À partir des mesures obtenues et après correction du phénomène de décroissance
radioactive et moyennage des projections identiques, nous avons réalisé trois recons-
tructions :

– La première traite les projections non-atténuées correspondant à l’expérience
“cuve vide”.
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– La seconde reconstruction traite les projections atténuées de l’expérience “cuve
pleine” en négligeant complètement le phénomène d’atténuation, ce qui conduit
comme nous allons le voir à des résultats relativement pauvres.

– La dernière reconstruction traite les projections atténuées de l’expérience “cuve
pleine” en corrigeant l’atténuation par utilisation de la transformée rayons X
exponentielle.

7.2.1 Sans atténuation

Pour l’expérience “cuve vide”, la reconstruction de la distribution de la concentra-
tion du traceur radioactif a été réalisée en utilisant la méthode d’inversion correspon-
dant à la seconde implémentation proposée pour cette géométrie RSH (voir chapitre 6)
avec ¿ÁÀO� ± , ce qui revient à considérer les projections mesurées comme de simples
projections parallèles. Pour rappel, cette méthode consiste, dans un premier temps, à
synthétiser, à partir des projections données, un jeu de projections parallèles exponen-
tielles � ��� ðõµ ó ��� �����k��� � dont le coefficient d’atténuation est égal à ¿ § �������Å¿¦À7E § Àqp;���°� .Ensuite, la reconstruction est réalisée tranche par tranche perpendiculaire à � Õ par ré-
troprojection des projections filtrées. Pour la synthèse des projections parallèles expo-
nentielles, nous avons utilisé l’algorithme des directions ordonnées.

À partir des projections mesurées, ² µ � ®�Æ�® projections parallèles exponentielles� ��� ðõµ ó ��� �����k��� � furent synthétisées sur ®KÆª±rÍ . Pour chaque valeur de � fixée, c’est-à-
dire pour chaque projection synthétisée, les paramètres utilisés dans l’algorithme des
directions ordonnées furent les suivants :

²O³
r ¦ ³�Æsr���Ër»Ï��²O¸��ë®]»|Æ (7.3)

²ªÆ$�S²HÈõ�¨Æª±�� Ç´ÉÐ�SÇËÊø��» mm (7.4)ï § �¨±�� a (7.5)

Ainsi, pour la synthèse de chaque projection �$��� ð¤µ ó �
� ���°�2��� � , ²R¸Ñ��®]»|Æ projections
intermédiaires furent calculées, par interpolation linéaire à partir des 32 projections
données sur le cercle correspondant, sur une grille de Æª± ¹�Æª± pixels de dimensions» mm ¹ê» mm. De plus, chaque projection � ��� ð¤µ ó ��� ���°�2��� � fut synthétisée sur une grille
de Æª±ê¹!Æª± pixels de dimensions » mm ¹!» mm avec ï § ��±�� a . Finalement, les 181
projections synthétisées furent utilisées pour reconstruire l’image sur une grille deÆª± ¹ÓÆª± ¹ÓÆª± voxels de dimensions » mm ¹ » mm ¹ » mm par rétroprojection des pro-
jections filtrées avec ï × �¨±�� a .

Le choix de l’orientation des axes �b� k �[� l;�[� Õ � ne permet pas une visualisation aisée
de la reconstruction. Nous avons fait subir à la grille contenant l’image reconstruite
une rotation afin d’amener l’axe de symétrie du fantôme du cœur dans la direction� Õ et ainsi faire apparaître des tranches intéressantes comme celles de la figure 7.3b.
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De plus, afin de faciliter la comparaison, les niveaux de la reconstruction ont été divi-
sés par la valeur maximale de la reconstruction. La première ligne des figures 7.8 et
7.9 montre le résultat obtenu. Les deux figures 7.8 et 7.9 correspondent aux mêmes
reconstructions mais avec des affichages différents. La figure 7.8 correspond à une
échelle linéaire de niveaux de gris allant de 0 à 1. La figure 7.9 correspond à une
échelle non-linéaire des niveaux de gris allant de 0 à 1 permettant de mieux mettre
en évidence l’uniformité ou la non-uniformité présente dans la reconstruction. Nous
observons que la reconstruction correspondant à l’expérience “cuve vide” (reconstruc-
tion sans atténuation) présente des niveaux pratiquement uniformes dans la région du
cœur où le traceur a été introduit. On voit également bien apparaître le défaut (manque
d’irrigation sanguine) dont nous avons déjà parlé.

7.2.2 Avec atténuation mais sans correction d’atténuation

Dans le cas de l’expérience “cuve pleine”, les données fournies par le scanner
(après correction du phénomène de décroissance radioactive et moyennage des pro-
jections identiques), correspondent à un jeu de projections parallèles atténuées. Nous
avons réalisé la reconstruction de la distribution du traceur radioactif à partir de ces
données en négligeant complètement le phénomène d’atténuation subi par les pho-
tons. On parle alors de reconstruction sans correction d’atténuation.

Pour la reconstruction, nous avons considéré les projections de l’expérience “cuve
pleine” comme de simples projections parallèles ( ¿¾À_�ö± ). L’algorithme utilisé pour
reconstruire la distribution de la concentration du traceur radioactif est exactement le
même que celui utilisé sur les données de l’expérience “cuve vide”, les paramètres
étant en tout point identiques. À nouveau, nous avons fait subir une rotation à la grille
contenant la reconstruction afin de faire apparaître des tranches intéressantes et les ni-
veaux de la reconstruction ont été divisés par la valeur maximale de la reconstruction.

La deuxième ligne des figures 7.8 et 7.9 montre le résultat obtenu. Ces images sont
peu satisfaisantes dans le sens où la reconstruction n’est pas uniforme. Ceci n’est pas
dû à notre méthode de reconstruction mais bien au fait que la carte d’atténuation ö���� �
a tout simplement été négligée.

7.2.3 Avec atténuation et correction d’atténuation

Nous considérons à nouveau ici les données de l’expérience “cuve pleine”. Cepen-
dant, nous allons maintenant tenir compte de l’atténuation subie par les photons. On
parle alors de reconstruction avec correction d’atténuation.

Les données fournies par le scanner sont donc maintenant considérées comme des
projections parallèles atténuées. Notre méthode d’inversion en géométrie RSH ne s’ap-
pliquant qu’à des projections parallèles exponentielles, il est tout d’abord nécessaire
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FIG. 7.8 – Résultats de reconstruction. (1ère ligne) Reconstruction à partir des données
non-atténuées (expérience “cuve vide”). (2ème ligne) Reconstruction à partir des don-
nées atténuées (expérience “cuve pleine”) mais sans correction d’atténuation. (3ème
ligne) Reconstruction à partir des données atténuées (expérience “cuve pleine”) avec
correction d’atténuation.
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FIG. 7.9 – Résultats de reconstruction. (1ère ligne) Reconstruction à partir des données
non-atténuées (expérience “cuve vide”). (2ème ligne) Reconstruction à partir des don-
nées atténuées (expérience “cuve pleine”) mais sans correction d’atténuation. (3ème
ligne) Reconstruction à partir des données atténuées (expérience “cuve pleine”) avec
correction d’atténuation.
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de convertir les données atténuées en données exponentielles avant tout autre traite-
ment. Nous avons déjà parlé de cette conversion à la section 2.3.2. Celle-ci est possible
lorsque

1. la carte d’atténuation est connue et,

2. la carte d’atténuation est constante sur un domaine convexe contenant le sup-
port de � , � représentant la distribution spatiale de la concentration du traceur
radioactif.

Dans notre expérience, nous avons fait l’hypothèse que la seconde condition était vé-
rifiée, ce qui semble acceptable vu que le fantôme du cœur était plongé dans l’eau
présentant une atténuation uniforme. La première condition n’est cependant pas sa-
tisfaite. Nous n’avons, en effet, à notre disposition que très peu d’informations sur la
carte d’atténuation. Aucune mesure de transmission n’a été réalisée.

Une approche consisterait à utiliser la technique décrite dans l’article de C. Men-
nessier [47]. Dans cette méthode, les conditions de consistance de la transformée
rayons X exponentielle sont utilisées pour déterminer les paramètres d’un ellipsoïde
(centre, demi-axes, orientation et densité notée ¿õÀ ), qui simule au mieux les effets de la
véritable carte d’atténuation. Ensuite, la carte d’atténuation réelle inconnue est assimi-
lée à cet ellipsoïde et la conversion des données atténuées en données exponentielles
est réalisée sur base de la connaissance des paramètres de cet ellipsoïde par la méthode
décrite à la section 2.3.2. Le coefficient d’atténuation des projections parallèles expo-
nentielles est dans ce cas égal à ¿õÀ .

Pour la conversion de nos données atténuées, nous avons utilisé la méthode de C.
Mennessier en fixant la valeur de ¿õÀ��µ±��Q±�®]» cm Ã § , valeur assez proche de l’atténua-
tion de l’eau. Pour le choix du point de départ de la minimisation (voir [47]), nous nous
sommes basés sur la forme et les dimensions de la cuve cylindrique à base elliptique
contenant le fantôme du cœur. Les paramètres de l’ellipsoïde que nous avons obtenus
et utilisés pour la conversion de nos données atténuées sont fournis à la table 7.1. La
figure 7.10 illustre trois coupes de cet ellipsoïde selon les trois directions � k , � l et � Õ .
L’ellipsoïde en question est très allongé dans la direction � Õ , ce qui lui donne un aspect
cylindrique au voisinage du fantôme. Sur cette même figure, nous avons représenté
le domaine convexe Ôø÷ contenant � que nous avons choisi. Il s’agit d’une sphère de
rayon égal à Îª± mm centré sur le fantôme du cœur.

¿ÐÀ ù ú å � � û±��Q±�®]» mm Ã § 136.3mm 134.4mm 1495.3mm �y±��QÆ Í ��»Ï®ª�B.rÍ �yË��QËªÍ
TAB. 7.1 – Paramètres de l’ellipsoïde ayant servi à la conversion des données atté-
nuées. Voir annexe C.1 (figure C.1) pour la signification des différents paramètres.
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� k � Õ

� l� l

� k

� Õ
FIG. 7.10 – Représentation selon trois coupes de l’ellipsoïde utilisé pour la conversion
des données atténuées en données exponentielles. Nous y avons superposé le fantôme
du cœur afin de permettre une meilleure visualisation ainsi que la sphère de rayon
60mm utilisée pour le domaine convexe contenant � .

Une fois les données atténuées converties en données exponentielles, nous avons
utilisé le même algorithme de reconstruction que pour les deux reconstructions pré-
cédentes mis à part le fait que le coefficient d’atténuation des projections parallèles
exponentielles était fixé à ¿ÁÀ �ë±���±Ï®]» mm Ã § . Tous les autres paramètres de la recons-
truction sont restés inchangés. À nouveau, nous avons fait subir une rotation à la grille
contenant la reconstruction pour faire apparaître des tranches intéressantes et les ni-
veaux de la reconstruction ont été divisés par la valeur maximale de la reconstruction.

La troisième ligne des figures 7.8 et 7.9 montre le résultat obtenu. Cette reconstruc-
tion est de bonne qualité et présente une densité pratiquement uniforme dans les parois
du cœur, montrant ainsi l’effet de la correction d’atténuation. Cette reconstruction peut
être comparée à celle obtenue à partir des données non-atténuées de l’expérience “cuve
vide”.

Les résultats présentés dans cette section montrent le bon comportement de notre
méthode d’inversion en géométrie RSH sur des projections parallèles exponentielles
obtenues à partir de données réelles et confirment son utilité en imagerie SPECT 3D
pour réaliser de la reconstruction avec correction d’atténuation analytique.



Chapitre 8

Conclusions et perspectives

L’objet de cette thèse était l’étude du problème de la reconstruction analytique
d’une image tridimensionnelle à partir de projections parallèles exponentielles pour
différentes géométries d’acquisition et, en particulier, pour la géométrie RSH SPECT.
Son application principale est l’imagerie médicale par émission monophotonique avec
correction d’atténuation analytique. L’avantage d’une approche analytique est de per-
mettre une reconstruction plus rapide de l’image reconstruite à partir des données four-
nies par le scanner, but de plus en plus recherché en tomographie.

Nos recherches, basées sur une étude approfondie de la transformée de Radon
exponentielle, ont aboutis à la résolution du problème d’inversion de la transformée
rayons X exponentielle pour plusieurs géométries d’acquisition intéressantes dont la
géométrie RSH SPECT. En guise de conclusions, il nous semble intéressant de rappe-
ler les différentes géométries étudiées ainsi que les algorithmes de reconstruction que
nous avons développés pour chacune de ces géométries.

Les premiers résultats que nous avons obtenus concernaient la transformée de Ra-
don exponentielle et, plus particulièrement, la transformée de Radon exponentielle
avec coefficient d’atténuation ¿ dépendant de l’angle de projection. Pour cette trans-
formée, une formule d’inversion exacte du type rétroprojection des projections filtrées
existait déjà au début de nos recherches. Une approche originale du problème d’in-
version nous a permis d’obtenir une nouvelle démonstration de cette formule qui re-
quiert des hypothèses moins restrictives sur la fonction ¿ que celles nécessaires aux
démonstrations d’autres auteurs. Nous avons donc, à ce niveau, apporté une première
contribution originale. Notre démonstration est rapportée au chapitre 2.

L’étude réalisée sur la transformée de Radon exponentielle avec atténuation dépen-
dant de l’angle nous a permis de dériver un résultat original sur l’inversion de la trans-
formée de Radon exponentielle avec atténuation constante. Depuis l’article de Tretiak
& Metz [69] en 1980, il était considéré que l’inversion exacte de cette transformée
nécessitait la connaissance des projections sur un tour complet d’acquisition. Nous
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avons montré que l’on peut se limiter à un demi-tour d’acquisition, tout comme pour
la transformée de Radon. Nous avons également fourni une formule d’inversion exacte
et stable de la transformée de Radon exponentielle sur ®�Æª± Í . Cette formule prend la
forme d’une série de Neumann qui est convergente pour toute valeur du coefficient
d’atténuation constant. Ces résultats, rapportés au chapitre 3, présentent un intérêt mé-
dical tout particulier : ils permettent de se limiter à l’acquisition des projections les
moins atténuées et donc présentant le moins de bruit.

Une première incursion dans le problème 3D de l’inversion de la transformée
rayons X exponentielle –pour laquelle quasiment aucune solution n’existait au début
de nos recherches–, nous a conduit à étudier l’algorithme TTR de Ra et al. [64] pour
l’inversion de la transformée rayons X pour un ensemble de projections parallèles cor-
respondant à une union de grands cercles de la sphère unitaire. Suivant cette étude,
nous avons développé l’algorithme EXP-TTR, décrit au chapitre 4, pour l’inversion
de la transformée rayons X exponentielle à partir de mesures sur une union de grands
cercles. Notre algorithme, dit “3D réel”, est du type rétroprojection des projections
filtrées. Nos recherches ont montré que les algorithmes de Hazou [31] et Weng [78],
seuls résultats existant en 3D au début de nos investigations, étaient des cas particuliers
de notre méthode EXP-TTR.

La suite de nos travaux a été consacrée à l’étude de la géométrie RSH SPECT, géo-
métrie d’acquisition dont l’usage est en pleine expansion. À notre connaissance, deux
scanners RSH SPECT sont actuellement en cours de développement à l’Université
d’Utah et à l’Université de Caroline du Nord. La résolution du problème d’inversion
de la transformée rayons X exponentielle pour cette géométrie a été abordée en deux
étapes. Nous avons tout d’abord développé, au chapitre 5, une méthode de synthèse de
projections parallèles exponentielles à partir de projections parallèles exponentielles
correspondant à une courbe fermée sur la sphère unitaire. L’étude du comportement
numérique de cette méthode nous a révélé qu’elle était particulièrement bien adap-
tée à un cercle de la sphère unitaire, élément de base de la trajectoire d’acquisition
des projections en géométrie RSH. Nous avons également développé un algorithme
permettant d’implémenter efficacement notre méthode de synthèse ; il s’agit de l’algo-
rithme des directions ordonnées, présenté à la fin du chapitre 5. La combinaison des
résultats des chapitres 3 et 5 ont conduit à l’élaboration d’une condition nécessaire et
suffisante d’inversion en géométrie RSH, ainsi qu’à une formule d’inversion exacte
et stable pour cette géométrie. Ces résultats sont présentés au chapitre 6. Partant de
projections parallèles exponentielles sur une union de cercles sur la sphère unitaire,
notre méthode consiste tout d’abord à synthétiser un nouvel ensemble de projections
parallèles exponentielles correspondant à une géométrie d’acquisition 2D. Ensuite, la
reconstruction 3D de la carte d’émission se fait suivant les techniques purement 2D
des chapitres 2 et 3.

Au chapitre 7, notre algorithme de reconstruction en géométrie RSH a été évalué
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sur données réelles. L’utilisation des projections parallèles atténuées mesurées à l’Uni-
versité d’Utah nous a permis de tester notre algorithme de reconstruction et de montrer
son aptitude à réaliser des reconstructions de qualité avec correction d’atténuation ana-
lytique en géométrie RSH.

Les résultats présentés dans cette thèse ont conduit aux publications suivantes :
[57, 71, 72, 73, 74, 75]. À ce stade, nous notons que le problème de l’inversion exacte
de la transformée rayons X exponentielle n’est pas encore résolu de manière générale.
D’autres recherches sont nécessaires pour déterminer la condition sur l’ensemble Ô
qui assure une reconstruction exacte et stable de la carte d’émission. Cette condition
pourrait être identique à la condition d’Orlov pour l’inversion de la transformée rayons
X comme semble l’indiquer notre condition nécessaire et suffisante d’inversion de la
transformée rayons X exponentielle en géométrie RSH. Elle est en effet identique à la
condition d’Orlov. De plus, nous avons montré que l’inversion de la transformée de
Radon exponentielle avec atténuation constante était possible sur un demi-tour d’ac-
quisition des projections, tout comme pour la transformée de Radon. Enfin, nous avons
récemment présenté, en collaboration avec Frédéric Noo et Rolf Clackdoyle, un article
[56] de conférence montrant qu’une inversion exacte de la transformée rayons X expo-
nentielle est possible pour n’importe quel ensemble Ô vérifiant la condition d’Orlov,
à condition que le coefficient d’atténuation constant des projections soit suffisamment
petit pour un rayon de champ de vue donné. Cette condition assure la convergence
d’une série de Neumann constituant la formule d’inversion. D’autres investigations
sont nécessaires pour démontrer que la convergence de cette série est assurée quelle
que soit la valeur du coefficient d’atténuation.
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Annexe A

Formules et rappels mathématiques

A.1 Transformée de Fourier

Dans cette section, nous présentons la définition de la transformée de Fourier que
nous avons utilisée tout au long de cet ouvrage. Soit � une fonction réelle, bornée et à
support compact sur � �¼ü . La transformée de Fourier de � est définie par

� � ü �z�c��ý ��� � � �§þÀ�Z� ����� �f� Ã � × � k ÿ � (A.1)

où
� ��� �O® , ý �m� �éü et “ � ” représente le produit scalaire entre deux vecteurs de � ��ü .

Étant données les hypothèses faites sur � , sa transformée de Fourier existe toujours.

À partir de la transformée de Fourier �w� ü �z� , il est possible de reconstruire la fonc-
tion � par transformée de Fourier inverse

��� � �����w� Ã §ü � ü �z�{� ý ��� � � �+þ �Zý � � ü �z�c��ý �f� � × � k ÿ � (A.2)

à condition que cette dernière intégrale existe.

A.2 Notions d’analyse fonctionnelle

Cette section décrit un ensemble de notions d’analyse fonctionnelle utilisées es-
sentiellement au chapitre 3 et provenant en partie de la référence [10].

Soit � un sous-ensemble de � �	ü . Les ensembles � § ���	� et � × ���G� sont appelés
respectivement ensemble des fonctions intégrables et ensemble des fonctions de carré
intégrable sur � .
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A.2.1 Produit scalaire et norme

Soient � § ��� × �	� × �
�G� . Le produit scalaire dans � × ���	� de � § et � × est défini par� � § ��� ×
� � ��� �Z� � § ��� �����× ��� � (A.3)

où le symbole “ � ” représente le complexe conjugué. Cette intégrale est bien définie
puisque le produit de deux fonctions de � × ���	� est une fonction de � § �
�G� . La norme
correspondante est alors définie par

Ï��HÏ´��� � �y��� � ��� ��� �Z� � �¢� � ��� ×�� §�® × (A.4)

A.2.2 Convergence d’une suite

On dit qu’une suite (ou séquence) de fonctions � ü ��� × �
�G� converge (“forte-
ment”) vers � dans � × ���G� lorsque

Ä`[��ü�� ¹ � Ï�� ü �!�HÏ¯�S± (A.5)

D’une manière formelle, on écrit

Ä`[��ü�� ¹ � � ü �"� (A.6)

Une suite � ü est de Cauchy dans � × �
�G� si Ï
�GÔ��!� ³ Ï$# ± lorsque � et ½ tendent
vers l’infini. Notons que toute suite convergente est de Cauchy.

Un espace de fonctions est un espace de Bannach si toute suite de Cauchy dans cet
espace converge dans ce même espace. De plus, tout espace de Bannach dont la norme
est induite par un produit scalaire est un espace de Hilbert. En particulier, l’espace� × ���	� est un espace de Hilbert car toute suite de Cauchy dans � × ���	� converge dans� × ���	� .
A.2.3 Opérateur linéaire

On appelle opérateur linéaire sur � × �
�G� , une application �%# Î	� de � × ���	� dans
lui-même, telle que Î'& �¡T £ § � T � T)( � �¡T £ § � T Î	� T (A.7)

pour toute combinaison linéaire *)� T � T d’éléments de � × ���	� . On note encore Î +� × ���	�,# � × ���	� .
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Un opérateur linéaire Î est borné (ou continu) si et seulement s’il existe une
constante

å �D± telle que

ÏÐÎ	�HÏ.- å Ï��ªÏ@�0/1�D�	� × �
�G� (A.8)

La norme d’un opérateur Î borné est définie par

ÏÐÎÑÏ��RY�2�3465£fÀ ÏÐÎ	�HÏÏ��HÏ (A.9)

Si la relation � Î	� § ��� ×
� �879� § ��Î;:<� ×>= (A.10)

est vérifiée pour toutes fonctions � § ��� × �;� × ���G� , alors l’opérateur Î est borné et Î :
est appelé opérateur adjoint de Î (théorème de Hellingter-Toeplitz, voir chapitre 10.1
dans [41]).

A.3 Théorème de Cauchy

Le théorème de Cauchy pour les fonctions d’une variable complexe � s’énonce
comme suit. Si la fonction ? ���ª� est analytique à l’intérieur d’un contour

å
du plan

complexe et se prolonge continûment sur
å

, alors

� ï ?Ä�
�r�7���	�S± (A.11)

En particulier, si la fonction ? ���r� est analytique sur tout le plan complexe, alors

� ï ?Ä�
�r�7���	�S± (A.12)

pour tout contour
å

du plan complexe.
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Annexe B

Démonstrations

B.1 Convergence de la séquence @BA<C D EGFIHJAJKMLNEOCQP
Afin de montrer que la suite Î ü �SR"T�UWV ü XZY T[�]\ converge dans � Y U�^é÷9\ pour toute

fonction � �_� Y U�^é÷`\ , remarquons qu’il suffit de montrer que la séquence a ü �bRT�U
c üdX$Y Te�f\ converge dans � Y U�^é÷`\ pour toute fonction � �b� Y U�^é÷`\ , la fonctionc ü U �eg��h\ étant définie parc ü U �eg��h\iR �kjl j ��mon>prq Ô l � p q � Ô � ­z� ��� ­ � ü ó ¹ p óq Ô ó �±� � sut sign U��e\hn � Y � � k (B.1)

En effet, les différents termes apparaissant dans l’expression (3.21) de la fonction V ü
correspondent tous à la fonction c ü ayant subi une rotation autour de l’origine dans le
plan � � Y : V ü U�� \vR � w¡t�£ t ö±txc ü U � y{z 
t g�� y|z t \ (B.2)

La séquence Î ü � convergera dans � Y U�^é÷`\ si chacune des sous-séquences la compo-
sant converge également. Montrons donc la convergence de la séquence a ü � .

Démonstration. Nous écrivons tout d’abord a ü � sous la formea ü �%R"a ð j óü �~}Sa ð Y óü �!}!a ð{���ü � (B.3)

avec a�� T �ü �SR�T]UWch� T �ü X$Y Te�f\�g U<R8��g L g
� (B.4)

où c � j �ü U��eg���\,R � jl j ��m�n>prq Ô l � � ��� ­ � ü ó ¹ p óq �±� � sxt sign U��e\hn � Y � k � (B.5)c � Y �ü U �eg��h\,R � jl j ��mon>prq Ô l � � ü ó ¹ p óq Ô ó ­z� ��� ­ � ü ó ¹ p óq �±� � s t sign U��e\hn � Y � k � (B.6)
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et c � ���ü U��eg���\,R � jl j ��m�n>prq Ô l � � ��� ­ p q � Ô � �±� � sxt sign U��e\hn � Y � k � (B.7)

Montrons que chaque suite a � T �ü � converge individuellement dans � Y U�^é÷`\ .
La suite a � j �ü � est tout d’abord considérée. Nous avons c � j �ü U��eg���\�R���U
��\h� ü U �1\

avec ��U��h\,R sinh
s t �� � (B.8)

et � ü U��1\vR �X� � ��� � sign U
�e\�T ü U
�e\hn � Y � � k (B.9)

où T ü U
�e\,R>= � si � Y × A Y�� sut�
sinon

(B.10)

Posons à présent ���U
��\,R = ��U
��\ si � ����× L���
sinon

(B.11)

Par définition,� a � j �ü �,��U��eg���\�R T�U��eg��h\ � ¹ �l � �±� � ��U
��},� � \ � ¹ �l � �±� � � ü U��d}@� � \�.U � � g�� � \�T�U�� � g�� � \ (B.12)R T�U��eg��h\ � ¹ �l � �±� � ���U
��},� � \ � ¹ �l � �±� � � ü U��d}@� � \�.U � � g�� � \�T�U�� � g�� � \ (B.13)

Vu que les fonctions

���� ü et T[� sont toutes deux dans � Y U
� � Y \ , le théorème de Parseval
peut être appliqué pour obtenir� a � j �ü �,��U��eg���\�R T�U��eg���\ � ¹ �l � �Zý � ¹ �l � ���4� � j ��Z��U
��\ � sign U�ý�\�T ü U�ý�\� � Y U
Te�]\q��U ý	g
��\hn � Y � � k
� ¹ l�� �

(B.14)R T�U��eg���\ � ¹ �l � �Zý � ¹ �l � ���!  ü U ý	g
��\hn � Y � � k
� ¹ l�� �
(B.15)

où nous avons posé   ü U�ýOg
�¡\,R �
sign U�ý�\�T ü U�ý�\I� � j ��±��U
��\H� � Y UWTe�f\°��U�ýOg
��\ . Étant le

produit de fonctions de � Y U�� � Y \ , nous observons que   ü U ý	g
��\ �;� j U
� � Y \ , c’est-à-dire
intégrable sur � � Y . De plus, nous avons   ü U�ýOg
�¡\¼��� Y U
� � Y \ car � Y U
Te�]\¼��� Y U
� � Y \ et� �� est bornée puisque

��²�;� j U
� ��\ . Dès lors, � Y   ü �;� Y U
� ��YI\ et a � j �ü �D�;� Y U
^é÷`\ avec¢¢¢ a � j �Ô �!}!a � j �³ � ¢¢¢ Y -�Ï�� Y  XÔ�}@� Y   ³ Ï Y -�Ï� _Ôo}£  ³ Ï Y (B.16)
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qui tend vers zéro lorsque m et ½ tendent vers ¤ . a � j �ü � converge donc dans � Y U�^é÷`\ .
Venons-en à la suite a � Y �ü � . Il est aisé de voir que c � Y �ü U��eg���\ est une fonction conti-

nue et que ¥¥¥ c � Y �ü U��eg��h\ ¥¥¥ - L s �t n>p>q � l � �A � � A Y � s Yt (B.17)

Dès lors,¥¥¥ � a � Y �ü �,��U��eg���\ ¥¥¥ -�T�U��eg��h\ L s �t n Y p>q§¦ �A � � A Y � s Yt � ¹ �l � � ¹ �l � �Z� � �±� � �¨U
Te�]\>U � � g�� � \8�
(B.18)

et a � Y �ü � converge vers zéro dans � Y U�^é÷`\ .
Finalement, nous considérons la suite a � ���ü � . Cette suite est constante et il suf-

fit donc de montrer que a � ���ü �2�8� Y U�^é÷`\ . Par définition, c � ���ü U��eg��h\ est une fonction
continue. Il vient¥¥¥ � a � ���ü �,�,U �eg���\ ¥¥¥ -©T�U��eg��h\ª& Y�2h3k «>¬�­I® k ¢ «>¬�­ ¥¥¥ c � ���ü U�� } � � \ ¥¥¥ ( � ¹ �l � � ¹ �l � �Z� � �±� � �¯UWT[�]\>U � � g�� � \8�

(B.19)
Donc, a � ���ü �D�;� Y U�^é÷`\ car elle est bornée et à support compact dans ^	÷ .

B.2 Calcul de la fonction °�FIC�±�²´³J±µ² � P
Nous proposons ici de calculer l’intégrale définissant la fonction ¶·UW�og§¸���g�¸i¹�\ :¶dU
��g�¸���g�¸i¹§\ºR �L �9» ��¸y� Y�[]\¼U½¸~}!�]\�� (B.20)

où l’ensemble d’intégration ¾ est donné par¾ R = ¸ �-� � g L � �r+ � Y�[]\eU½¸¿}£�]\����DYC[`\f¸��� YC[`\f¸H�ÁÀ V_WZY�¸i¹ Â (B.21)

L’ensemble d’intégration ¾ peut encore s’écrire sous la forme¾ RÃ¾ �ÅÄ.Æ ¸�+ �qY�[`\xU½¸~}!�]\���× YC[`\]¸��oÇ (B.22)

où ¾ � Ry� � L }~¸i¹�È � L � ¸i¹q��É � � �L }~¸i¹�È � �L � ¸i¹q� (B.23)

Par définition, les angles ¸}� et ¸i¹ sont toujours inclus dans l’intervalle � � g �[Ê L � .
Dans un premier temps, nous allons montrer qu’il est possible de limiter l’étude de
la fonction ¶·UW�og§¸u��g�¸i¹�\ à �9�4� � g �[Ê L � . En effet, nous avons les relations suivantes :¶dU
��g�¸��og§¸�¹§\ËRM¶dU§}��og§¸u��g�¸i¹§\ËRM¶dU � }S��g�¸���g�¸i¹�\ que nous proposons de démon-
trer.
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��g�¸}��g�¸i¹§\
Démonstration de ¶·U�}o��g�¸u��g�¸i¹§\ºR"¶·UW�og�¸���g�¸i¹§\

La valeur de ¶dU§}��og§¸u��g�¸i¹�\ est donnée par¶dU§}���g�¸��og§¸�¹§\vR �L ��» � �Ì¸'� YC[`\xU½¸ � �]\�� (B.24)

où ¾ j RÃ¾ �ÅÄ.Æ ¸�+ �qY�[]\¼U½¸ � �f\8�+×;Y�[]\ª¸��ËÇ (B.25)

Le changement de variable ¸ � RÍ}Ë¸ fournit¶·U�}o��g�¸���g�¸i¹§\ºR �L �9» ó ��¸ � � YC[`\eU�}Ë¸ � � �f\8� (B.26)

où ¾ Y RÎ¾ � ÄZÆ ¸ � + �qY�[`\xU§}ª¸ � � �]\��¬×ÑYC[`\f¸��ËÇ (B.27)

En utilisant la relation �qYC[`\xU§}ª¸ � � �]\��1R��qY�[]\¼U½¸ � }J�]\�� , nous observons ensuite que¶dU§}��og�¸���g�¸i¹�\,RÃ¶·UW�og§¸u��g�¸i¹§\ .
Démonstration de ¶·U � }~�og�¸u��g�¸i¹�\,RÃ¶dU
��g�¸��og§¸�¹§\

La valeur de ¶dU � }!��g�¸u��g�¸i¹§\ est donnée par¶·U � }!�og§¸u��g�¸i¹§\vR �L � »ºÏ ��¸'� YC[`\eU)¸~} � � �f\8� (B.28)

où ¾ � RÎ¾ �ÅÄ.Æ ¸Ð+H�qY�[]\¼U½¸¿} � � �]\���×ÑY�[`\]¸��ËÇ (B.29)

Le changement de variable ¸ � RÍ}Ë¸ fournit¶dU � }!��g�¸���g�¸i¹�\vR �L ��»vÑ���¸���� Y�[]\eU§}ª¸��Ò} � � �]\�� (B.30)

où ¾ v RÎ¾ �ÅÄZÆ ¸ � +H�qY�[`\xU§}ª¸ � } � � �]\���× YC[`\]¸��ËÇ (B.31)

En utilisant la relation �qYC[`\eU�}Ë¸ � } � � �]\��6R �qYC[`\¼U)¸ � }G�f\8� , nous observons ensuite
que ¶dU � }!��g�¸���g�¸i¹�\,RÃ¶dU
��g�¸���g�¸i¹§\ .
Mise en forme de l’intégrale définissant ¶dU
��g�¸}�Ëg�¸i¹�\

Nous décomposons à présent l’intervalle d’intégration en la variable ¸ afin de sim-
plifier le calcul de l’intégrale. Écrivons l’expression de ¶dU
��g�¸À��g�¸i¹§\ de la manière
suivante¶dU
��g�¸���g�¸i¹�\vR �L � »,Ó ��¸Ç�qY�[]\¼U)¸!}!�]\�� � �L � »vÔ ��¸ �qYC[`\xU½¸¿}£�f\8� (B.32)
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où ¾;ÕËR�� � L }~¸i¹�È � L � ¸i¹q� Ä.Æ ¸Ð+H�qY�[]\¼U)¸~}£�]\���×;Y�[]\ª¸��ËÇ (B.33)

et ¾;Ö�R�� � �L }~¸i¹1È � �L � ¸i¹q� Ä.Æ ¸Ð+H�qY�[]\¼U)¸~}£�]\���×ÑY�[`\]¸��ËÇ (B.34)

Dans la seconde intégrale, le changement de variable ¸ � R©¸ � � montre que l’intégrale
sur ¾´Ö est égale à l’intégrale sur ¾�Õ . Ainsi, nous pouvons écrire¶·UW�og�¸��Ëg�¸i¹�\,R � » Ó ��¸ �qYC[`\xU½¸¿}£�f\8� (B.35)

Calcul de ¶dU
��g�¸u��g�¸i¹§\
Pour ce calcul, nous partons de l’expression¶·UW�og�¸��Ëg�¸i¹�\,R � »vÓ$��¸ �qYC[`\xU½¸¿}£�f\8� (B.36)

où ¾;ÕËR�� � L }~¸i¹�È � L � ¸i¹q� Ä.Æ ¸Ð+H�qY�[]\¼U)¸~}£�]\���×;Y�[]\ª¸��ËÇ (B.37)

et nous nous limitons au cas � � � � g �[Ê L � . La difficulté majeure dans le calcul de
cette intégrale est de déterminer correctement les bornes d’intégration. À la figure
B.1, nous avons représenté l’ensemble � �eÊ L }Ã¸v¹�g �[Ê L � ¸i¹ � ainsi que l’ensembleÆ ¸Ð+H�qY�[]\¼U)¸�}o�]\���×;Y�[`\f¸��ËÇ qui est égal à �×�o}ª¸u�;È � � ¸u���`Ø�� � � ��}Ë¸��;È � � � � ¸���� .
Lorsque ces deux ensembles ne se recouvrent pas, le domaine d’intégration ¾!Õ est égal
à � �eÊ L }£¸i¹�È �eÊ L � ¸�¹ � . Cependant, pour certaines valeurs du triplet UW�og§¸À��g�¸i¹�\ , ces
deux ensembles peuvent se recouvrir partiellement et le domaine d’intégration est plus
délicat à déterminer. Plusieurs cas doivent être considérés. Tous les cas possibles sont
repris à la table B.1 pour ¸u�D×%¸i¹ et à la table B.2 pour ¸u�D�Q¸i¹ .

Ù�Ù�Ù�ÙÙ�Ù�Ù�ÙÙ�Ù�Ù�ÙÚ�Ú�Ú�ÚÚ�Ú�Ú�ÚÚ�Ú�Ú�ÚÛ�Û�Û�Û�ÛÛ�Û�Û�Û�ÛÛ�Û�Û�Û�ÛÜ�Ü�Ü�ÜÜ�Ü�Ü�ÜÜ�Ü�Ü�ÜÝ�Ý�Ý�Ý�ÝÝ�Ý�Ý�Ý�ÝÝ�Ý�Ý�Ý�ÝÝ�Ý�Ý�Ý�Ý
Þ�Þ�Þ�Þ�ÞÞ�Þ�Þ�Þ�ÞÞ�Þ�Þ�Þ�ÞÞ�Þ�Þ�Þ�Þ

�!}~¸���� � ¸��
� Y }~¸i¹� Y � ¸i¹ ß�à á

FIG. B.1 – Description des bornes d’intégration pour le calcul de ¶dU
��g�¸���g�¸i¹§\ .
Considérons par exemple le cas I.B. Les deux ensembles se recouvrent partielle-

ment et leur intersection doit être retirée de l’ensemble d’intégration � �[Ê L }d¸º¹�È �[Ê L �
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��g�¸}��g�¸i¹§\
Cas Conditions sur � Domaine d’intégration ¾¿Õ
I.A � � ¸��D× � Y }~¸i¹ � � Y }¿¸i¹1È min U � Y � ¸�¹�g � � �!}~¸��]\q�
I.B

� � ¸��D� � Y }~¸i¹ et�£}¿¸��D× � Y }¿¸i¹ �×� � ¸��OÈ min U � Y � ¸i¹�g � � �!}~¸��]\q�
I.C

� � ¸u� × � Y � ¸i¹ et�!}¿¸��D� � Y }¿¸i¹ � � Y }~¸i¹1È �£}¿¸����ÉÁ�×� � ¸��	È min U � Y � ¸i¹uÈ � � �~}~¸u�]\°�
TAB. B.1 – Détermination du domaine d’intégration ¾¿Õ pour ¸��D×%¸i¹ .¸i¹q� . En observant la figure B.1, nous voyons que la borne inférieure d’intégration de-

vient � � ¸�� . La borne supérieure est égale au minimum de �[Ê L � ¸v¹ et � � �!}¿¸��
puisque nous devons tenir compte d’une possibilité de recouvrement des deux ensem-
bles dans le second quadrant du cercle trigonométrique.

Dans le cas I.C, l’ensemble Æ ¸�+ �qY�[]\¼U)¸O}â�f\8�¬×ÑY�[]\f¸}�ËÇ est complètement inclus
dans l’ensemble � �[Ê L }Q¸�¹1È �[Ê L � ¸i¹q� et le domaine d’intégration ¾�Õ est coupé en
deux intervalles disjoints.

Cas Conditions sur � Domaine d’intégration ¾¿Õ
II.A � � ¸��D× � Y }¿¸i¹ � � Y }�¸�¹1È min U � Y � ¸i¹�g � � �!}~¸��]\q�
II.B

� � ¸u� × � Y � ¸i¹ et� � ¸��D� � Y }¿¸i¹ �×� � ¸��	È min U � Y � ¸i¹1g � � �£}¿¸��f\°�
II.C

� � ¸��D� � Y � ¸i¹ et�£}¿¸��D× � Y }¿¸i¹ ã
TAB. B.2 – Détermination du domaine d’intégration ¾¿Õ pour ¸��D�Q¸i¹ .

Les tables B.1 et B.2 peuvent être combinées pour obtenir la table globale B.3.
Pour le cas I.C, nous avons utilisé le fait que la valeur minimale entre �[Ê L � ¸v¹ et� � �!}~¸�� est toujours égale à �[Ê L � ¸,¹ .

Cas Condition sur � ¸u�D×%¸�¹ ¸��D�J¸�¹
A �D× � Y }~¸i¹i}¿¸�� � � Y }~¸i¹�È min U � Y � ¸i¹�g � � �~}~¸u�]\°�
B

� Y }¿¸i¹i}~¸��©-©� et�D× � Y }:� ¸i¹i}¿¸��ª� �×� � ¸��	È min U � Y � ¸i¹�g � � �£}¿¸��f\q�
C

� Y })� ¸i¹i}¿¸��H��-©�D× � Y � � Y }~¸i¹
È��!}~¸����Éø�ä� � ¸u��È � Y � ¸i¹q� ã
TAB. B.3 – Domaine d’intégration ¾¿Õ .

Chaque occurrence de la fonction “minimum” dans la table B.3 fait apparaître
deux cas différents. Finalement, la valeur de ¶dU
��g�¸À��g�¸i¹�\ est calculée en intégrant la
fonction �qY�[`\xU½¸0}0�]\�� sur le domaine d’intégration ¾¿Õ fourni par la table B.3. Prenons
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par exemple le cas C de cette table pour ¸}�D×%¸i¹ :¶dU
��g�¸���g�¸i¹�\åR � 4 lÁæ9çè ó lÁæ9é ��¸Ç�qYC[`\¼U)¸!}~�f\8� � � è ó ¹ æ9é4±¹ æ9ç ��¸Ç�qY�[]\¼U)¸!}!�]\��R } � 4 lÁæ çè ó lÁæ9é �Ì¸ÑY�[]\eU½¸¿}£�]\ � � è ó ¹ æ é4±¹ æ�ç ��¸ÑY�[]\¼U½¸~}£�]\R L VXW?Y�¸u�!} L YC[`\Ë�DVXW?Y�¸�¹ (B.38)

La table 4.1 reprend les résultats complets.
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Annexe C

Notes sur les tests des algorithmes

C.1 Description du fantôme utilisé pour la vérification
des algorithmes

Pour vérifier nos algorithmes, nous avons défini un fantôme simplifié du cœur. Il est
formé d’un empilement de 3 ellipsoïdes caractérisés chacun par une densité, dont deux
représentent les ventricules. La valeur prise par le fantôme ê�U�� \ en un point particulier
est égale à la somme des densités associées à chacun des ellipsoïdes qui contiennent� . Les paramètres des ellipsoïdes constituant notre fantôme sont donnés à la table C.1
(voir également figure C.1). La figure C.2 en illustre quelques coupes représentatives.

Centre (mm) Demi-axes (mm) Orientation ( ë )�6ì �Åì ��ì ù ú í z � û Densité
0.0 0.0 0.0 50.0 50.0 60.0 40.0 90.0 -120.0 1.0

-13.0 11.0 0.0 19.0 34.0 40.0 20.0 90.0 -130.0 -0.8
20.0 -16.0 0.0 14.0 37.0 40.0 20.0 90.0 -130.0 -0.8

TAB. C.1 – Définition des ellipsoïdes constituant le fantôme du cœur. Les demi-axesù�g�ú·g
í sont orientés selon les directions n k ¢ ¢ g
n l ¢ ¢ g
n î ¢ ¢ de la figure C.1.

Pour simuler les projections parallèles exponentielles, nous avons implémenté di-
rectement les formules analytiques qui expriment les intégrales de ligne de ê�U�� \ en
fonction des paramètres géométriques des ellipsoïdes et des droites de l’espace.

C.2 Fonctions de transfert des algorithmes

En plus de vérifier nos algorithmes, nous avons estimé leur réponse fréquentielle
par le biais de leur fonction de transfert. Dans la littérature, celle-ci est communément
appelée Modulation Transfert Function (MTF) [13, 25]. Rappelons-en sa définition
telle que décrite dans [25]. Appelons ¥�ì la réponse impulsionnelle de l’algorithme au
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FIG. C.1 – Illustration des paramètres � , z et û d’un ellipsoïde.

0.20.20.2

1.0 1.0

0.2

1.00.2
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FIG. C.2 – Illustration du fantôme du cœur utilisé pour vérifier les différents algo-
rithmes. Les parois du cœur présentent une densité de 1.0 tandis que les ventricules pré-
sentent une densité de 0.2. De gauche à droite, les coupes correspondent à ��R�}	Ì mm
(indice Z=45), �ïR�}ð�Ìy a mm (indice Y=50) et �0RÃñ mm (indice X=55).
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point í et ê`ì une fonction tridimensionnelle définie dans le voisinage du point í . La
reconstruction de la fonction êÅì par un algorithme en fournit une approximation que
nous notons ��ì . Les fonctions ê`ì et ��ì sont reliées par

��ìiR^¥hì X � ê`ì (C.1)

La réponse fréquentielle locale (MTF) est la transformée de Fourier 3D � � � ¥hì � de la
réponse impulsionnelle ¥6ì . Pour mesurer la fonction de transfert, nous devons calculer
les transformées de Fourier 3D � � � ê`ì � et �w� � ��ì � pour une certaine fonction test êÅì et en
déterminer le quotient : �w� � ¥hì �1R �w� � ��ì �� � � ê9ì � (C.2)

Idéalement, on pourrait choisir pour la fonction test la distribution ò � de Dirac de di-
mension 3. Il suffirait de simuler les projections parallèles exponentielles et de calcu-
ler ��ì par application de l’algorithme considéré. La transformée de Fourier 3D de �Åì
fournirait alors directement la MTF. Cependant, un tel choix pour la fonction test est
irréalisable en pratique car les algorithmes ont été discrétisés depuis la simulation des
projections jusqu’à la reconstruction proprement dite.

La solution que nous avons adoptée diffère légèrement de celle proposée dans [25].
Pour la fonction test, nous avons défini un fantôme tridimensionnel gaussien parê�U � \ºR�óIôµ3O&�} Ï�� Ï YL � Yõ ( (C.3)

Ce fantôme est centré à l’origine où sa valeur est égale à l’unité et décroît de manière
uniforme dans toutes les directions de l’espace selon une gaussienne de variance � Yõ .
De par sa définition, il est possible de calculer les projections parallèles exponentielles
de manière analytique. Il faut cependant réaliser un compromis pour le choix de � õ
car :

– Si � õ est grand, le support du fantôme est relativement large et la reconstruction
sera de bonne qualité (discrétisation suffisante), mais la transformée de Fou-
rier 3D de ê tendra rapidement vers 0 et il sera donc dangereux de l’utiliser
au dénominateur des différentes MTF. En effet, la transformée de Fourier d’une
gaussienne d’écart-type � õ est une gaussienne d’écart-type � Ê � õ .

– Si � õ est petit, les projections risquent d’être mal discrétisées et la reconstruction
de mauvaise qualité.

Nous avons choisi � õ R a
mm pour la gaussienne sachant que chaque pixel d’une pro-

jection était de dimensions ��y a mm ö!�Ìy a mm.

Pour chaque algorithme étudié, nous avons simulé un jeu de projections paral-
lèles exponentielles de ce fantôme. Ensuite, l’application de l’algorithme correspon-
dant a fourni une approximation de la fonction ê , notée ê�ÕÌU � \ , sur une grille de voxels.
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La fonction ê idéale fut ensuite discrétisée sur une grille de même dimensions. Pour
chaque algorithme, nous avons déterminé trois fonctions, notées MTF k , MTF l et MTF î
définies par

MTF k U
�e\vR �X� � Ï �Z� �±�����ºn l � Y � k � ê`Õ�U��eg���g��Á\� � � Ï �Z� �±���¬�vn l � Y � k � êiU��eg���g��Á\ (C.4)

MTF l U
�e\vR � � � Ï �Z� �±�����ºn l � Y � l � ê`Õ�U��eg��1g��Ì\� � � Ï �Z� �±���¬�vn l � Y � l � ê�U �eg��1g��Á\ (C.5)

MTF î U
�e\vR �X� � Ï �Z� �±�����ºn l � Y � î � ê9ÕÌU �eg���g��Á\�A� � Ï �Z� �±���¬�vn l � Y � î � ê�U �eg���g��Á\ (C.6)

correspondant aux trois fonctions de transfert locales dans les directions n k , n l etn î . Ces trois fonctions sont idéalement égales à l’unité pour toute fréquence � . Les
transformées de Fourier 1D apparaissant dans ces définitions ont été calculées de ma-
nière discrète par le logiciel Matlab. Pour tous les algorithmes étudiés, les fonctionsê et ê`Õ ont été discrétisées sur des grilles de � �Ì� ö%� �Ì� öQ� ��� voxels de dimensions�Ìy a mm ö~�Ìy a mm ö~��y a mm. Les vecteurs dont nous devions prendre la transformée de
Fourier 1D comportent donc 100 échantillons. Cependant, afin d’obtenir une meilleure
résolution fréquentielle, nous avons réalisé du zero-padding pour obtenir des vecteurs
de dimension ÷åR L a ñ . Les fréquences pour lesquelles la MTF fut évaluée sont don-
nées par � T RRU ê�r�ì
ø÷ g U<R � g>�Ìg L g
�µg�y�y�y (C.7)

où ê�rùìWø est la fréquence d’échantillonnage donnée ici par ê?rùìWø�Rú� Ê U§�Ìy a mm \ . Comme
à la référence [25], nous avons choisi de normaliser l’échelle des fréquences en la
multipliant par la taille d’un voxel. Dès lors,

� T R U÷ g U<R � g���g L g
��g>y�y�y (C.8)

Lorsque U	R ÷ Ê L , la fréquence obtenue correspond à la fréquence de Nyquist de
l’échantillonnage qui est ici normalisée à 0.5. En raison de l’étroitesse de la gaus-
sienne dans le domaine fréquentiel, nous avons affiché les MTF jusqu’à une valeur de� avoisinant 0.14 selon l’algorithme considéré. Au-delà de cette fréquence, la valeur
du dénominateur définissant chaque MTF présentait une valeur trop faible et le résultat
était sans signification.
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